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Статья посвящена разработке модели технической системы с элементами, состояния которых являются 
скрытыми. Для примера бралась система из трех элементов: два элемента системы работают параллельно, 
а третий соединен с ними последовательно. Работа системы определяется последовательностью выходных 
сигналов. Целью исследования является построение математической модели технической системы из трех 
элементов, обучение модели с целью максимально увеличить вероятность получения последовательности вы-
ходных сигналов. В работе такая система описывается как скрытая марковская модель. Для системы определен 
набор состояний, в которой она может находиться, и всевозможные переходы между состояниями с вероят-
ностями переходов. Для полученного набора состояний задается матрица вероятностей появления сигналов 
и распределение вероятностей первоначального состояния. Для разных выходных последовательностей сигна-
лов был проведен расчет вероятности появления и определен набор состояний, который мог привести к такой 
последовательности. Также было проведено обучение модели для выходных последовательностей до достиже-
ния вероятности появления равной единице с небольшой погрешностью. Исследование показало, что в сред-
нем требуется менее 25 итераций обучения, что позволяет достаточно быстро обучать модель. Обученная мо-
дель может быть использована для предварительного анализа при последующей инженерной валидации.
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The article is devoted to the development of a model of a technical system with elements whose states are 
hidden. For example, a system of three elements was taken: two elements of the system work in parallel, and the 
third is connected to them in series. The system’s operation is determined by the sequence of output signals. The 
aim of the study is to construct a mathematical model of a technical system consisting of three elements, and to 
train the model in order to maximize the probability of obtaining a sequence of output signals. In this paper, such a 
system is described as a hidden Markov model. A set of states is defined for the system, in which it can be located, 
and all possible transitions between states with transition probabilities. For the resulting set of states, a matrix of 
signal probabilities and a probability distribution of the initial state is set. For different output sequences of signals, 
the probability of occurrence was calculated and a set of states was determined that could lead to such a sequence. 
The model was also trained for the output sequences until the probability of occurrence was one with a small error. 
The study showed that, on average, less than 25 training iterations are required, which allows you to train the model 
quickly enough. The trained model can be used for preliminary analysis during subsequent engineering validation.
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Введение
Работа современных систем обеспечи-

вается достаточно большим множеством 
внутренних элементов [1–3]. Зачастую эти 
элементы скрыты, и можно увидеть только 
результат их работы, представленный вы-
ходными сигналами системы. Отсюда воз-
никает задача определения состояний, в ко-
торых находятся внутренние элементы си-
стемы, и определение влияния наборов этих 
состояний на выходные сигналы системы 
[4–6]. Такие задачи хорошо описываются 
скрытыми марковскими моделями (СММ).

СММ позволяют получать информацию 
о скрытых процессах, протекающих в си-
стеме, по имеющимся данным о выходных 
сигналах системы и о распределении воз-
можности нахождения элементов системы 
в определенном наборе состояний [7; 8]. 
Такие задачи зачастую возникают при моде-
лировании работы технических систем, на-
пример систем электроэнергетики [9], ради-
оэлектронной аппаратуры, датчиков расхо-
да теплоносителя реактора АЭС [10] и т. п. 
СММ позволяют находить для системы ве-
роятность получения последовательности 
выходных сигналов, наиболее вероятный 
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набор состояний элементов, который при-
вел к такой выходной последовательности.

Цель исследования  – построить мате-
матическую модель технической системы 
из трех элементов, обучить модель с це-
лью максимально увеличить вероятность 
получения последовательности выход-
ных сигналов.

Материал и методы исследования
Рассмотрим следующую систему из трех 

элементов: два элемента системы работают 
параллельно, а третий соединен с ними по-
следовательно (рис.  1). Система находится 
в рабочем состоянии, если работает элемент 
3 и если работает хотя бы один из элементов 
1 или 2. После поломки элементы перехо-
дят в состояние восстановления. Если эле-
мент 3 находится в режиме восстановления, 
то элементы 1 и 2 отключаются. Если эле-
менты 1 и 2 оба находятся в режиме восста-
новления, то элемент 3 отключается.

Рис. 1. Система из трех элементов 
Примечание: составлен автором  

по результатам исследования

Будем считать, что время работы каж-
дого элемента задается показательным рас-
пределением:

 f(x) = λe–λx.
Для каждого элемента зададим ожида-

емое время работы без сбоев αi, i = 1,2,3, 
оно будет являться математическим ожи-
данием [11]:

Mαi = 1 / λi .
После того, как элемент выработает 

свое время αi, он переходит в режим вос-

становления. Режим восстановления также 
описывается показательным распределени-
ем. Для режима восстановления обозначим 
показательную функцию как g(x):

 g(x) = μe–μx.
Для каждого элемента зададим ожидае-

мое время восстановления βi, i = 1,2,3, оно 
будет являться математическим ожиданием:

Mβi = 1 / μi .
Положим, что система в начальный 

момент времени всегда находится в со-
стоянии, когда работают все три элемен-
та. Обозначим через S1 первоначальное 
состояние системы. Также будем считать, 
что в первоначальное состояние невозмож-
но попасть из других состояний системы. 
По мере работы системы она начинает 
переходить из первоначального состояния 
в другие состояния. Обозначим состояния, 
в которых может находиться система Sklmn, 
где k – номер элемента, в котором произо-
шло изменение для перехода в это состоя-
ние, l. m, n – состояния, в котором находят-
ся элементы 1, 2, 3 соответственно после 
изменения (в текущий момент). Элементы 
могут находиться в одном из трех состоя-
ний: 1 – элемент работает, 0 – элемент на-
ходится на восстановлении, 2  – элемент 
отключен. 

Рассмотрим переходы системы 
из одного состояния в другое. Из состоя-
ния S1 система может перейти в состояния 
S1011, S2101 и S3220. Состояние S1011 означает, 
что изменение произошло в элементе 1, 
и после изменения элемент 1 находится 
на восстановлении, а элементы 2 и 3 рабо-
тают (рис. 2, а). Состояние S2101 – измене-
ние в элементе 2, и после изменения эле-
мент 2 находится на восстановлении, а эле-
менты 1 и 3 работают (рис. 2, б). Состояние 
S3220 – изменение произошло в элементе 3, 
и после изменения элемент 3 находится 
на восстановлении, а элементы 1 и 2 от-
ключены (рис. 2, в).

Рис. 2. Переходы из состояния S1 
Примечание: составлен автором по результатам исследования
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Таблица 1
Таблица состояний системы Si и вероятностей Pi

j возможных переходов

Состояние  
системы Si

Состояния системы Sj,  
в которые можно перейти из Si

Вероятности перехода Pi
j

S1

S1011 λ1 / (λ1 + λ2 + λ3)
S2101 λ2 / (λ1 + λ2 + λ3)
S3220 λ3 / (λ1 + λ2 + λ3)

S1111

S1011 λ1 / (λ1 + λ2 + λ3)
S2101 λ2 / (λ1 + λ2 + λ3)
S3220 λ3 / (λ1 + λ2 + λ3)

S1011

S1111 μ1 / (μ 1 + λ2 + λ3)
S2002 λ2 / (μ1 + λ2 + λ3)
S3020 λ3 / (μ1 + λ2 + λ3)

S1101

S1002 λ1 / (λ1 + μ2 + λ3)
S2111 μ2 / (λ1 + μ2 + λ3)
S3200 λ3 / (λ1 + μ2 + λ3)

S1002

S1101 μ1 / (μ1 + μ2)
S2011 μ2 / (μ1 + μ2)

S1220
S3111 1

S2111

S1011 λ1 / (λ1 + λ2 + λ3)
S2101 λ2 / (λ1 + λ2 + λ3)
S3220 λ3 / (λ1 + λ2 + λ3)

S2011

S1111 μ1 / (μ1 + λ2 + λ3)
S2002 λ2 / (μ1 + λ2 + λ3)
S3020 λ3 / (μ1 + λ2 + λ3)

S2101

S1002 λ1 / (λ1 + μ2 + λ3)
S2111 μ2 / (λ1 + μ2 + λ3)
S3200 λ3 / (λ1 + μ2 + λ3)

S2002

S1101 μ1 / (μ1 + μ2)
S2011 μ2 / (μ1 + μ2)

S2220
S3111 1

S3111

S1011 λ1 / (λ1 + λ2 + λ3)
S2101 λ2 / (λ1 + λ2 + λ3)
S3220 λ3 / (λ1 + λ2 + λ3)

S3011

S1111 μ1 / (μ1 + λ2 + λ3)
S2002 λ2 / (μ1 + λ2 + λ3)
S3020 λ3 / (μ1 + λ2 + λ3)

S3101

S1002 λ1 / (λ1 + μ2 + λ3)
S2111 μ2 / (λ1 + μ2 + λ3)
S3200 λ3 / (λ1 + μ2 + λ3)

S3200

S2220 μ2 / (μ2 + μ3) 
S3101 μ3 / (μ2 + μ3)

S3020

S1220 μ1 / (μ1 + μ3)
S3011 μ3 / (μ1 + μ3)

S3220
S3111 1

Примечание: составлена автором на основе полученных данных в ходе исследования.
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Аналогично можно рассмотреть переходы из всех возможных состояний системы. Обо-
значим Pi

j – вероятность перехода из состояния Si в состояние Sj. Тогда можно посчитать 
вероятности перехода из состояния S1 по формулам [12]:

( )
( ) ( ) ( )

2 3
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Аналогично считаются все остальные 
вероятности перехода Pi

j. В табл.  1 приве-
дены все возможные состояния системы 
и состояния, в которые из них можно пере-
йти с вероятностями Pi

j. Если из состояния 
Si нельзя перейти в состояние Sj, то Pi

j = 0. 
Заметим, что сумма вероятностей перехода 
из одного состояния Si равна 1.

На основе полученных вероятно-
стей строится матрица вероятностей пере-
ходов из состояния Si в состояние Sj:

{ } { },ij ijA a P= =

1

1, 1, , .
N

ij
j

a i N
=

= = …∑
Далее рассмотрим решение трех основ-

ных задач СММ для описанной системы 
[13–15].

Задача 1. Пусть S = S1,S2,…,Si, i = 1,…,N – 
возможные состояния системы, 
O = O1,O2,…,Ot, t = 1,…,T – последователь-
ность, которую можно наблюдать при рабо-
те системы, Ot – выходные символы из из-
вестного алфавита Vk . Также считается из-
вестным матрица вероятностей переходов 
A = {Pij}, матрица вероятностей появления 
символов B = {bj(k)}, bj(k)  – вероятность 
того, что в момент времени t система, ко-
торая находится в состоянии Sj, будет вы-
давать k-й символ из алфавита Vk, и рас-
пределение вероятностей первоначального 

состояния πi, i = 1,…,N 
1

 1
N

i
i

π
=

=∑ .

Необходимо найти вероятность P(O) 
того, что последовательность O была полу-
чена при работе заданной системы.

Задача 2. Для заданной системы найти 
последовательность состояний 

{ }1 2, , , , , 1, ,t iQ q q q q S t T= … ∈ = … , 

которая наиболее соответствует наблюдае-
мой выходной последовательности O.

Задача 3. Обучить построенную модель 
таким образом, чтобы максимизировать ве-
роятность P(O) для выходной последова-
тельности O, подобрав параметры системы 
A, B и π.

Алгоритмы для решения этих задач под-
робно описаны в источнике [13] и реали-
зованы автором в программе, написанной 
на языке Python.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Для расчетов положим алфавит 
Vk = {ʺне работаетʺ, ʺработаетʺ}. 

Для упрощения представления положим
V0 = ʺне работаетʺ=0, V1=ʺработаетʺ=1.
Тогда для каждого состояния Si можно 

задать вероятности появления символов 
bj(Vk). Зададим их следующим образом:

( ) ( )0 0,98; 1 0,02i ib b= = , 

если хотя бы один из индексов l, m, n в но-
мере состояния равен 2 (то есть система на-
ходится в состоянии V0), иначе 

( ) ( )0 0,02; 1 0,98, 1, ,i ib b i N= = = … . 

Поскольку предполагаем, что изначаль-
но система находится в состоянии S1, то рас-
пределение вероятностей первоначального 
состояния π1 = 1 и πi = 0, i = 2,…,N.

Положим время работы α1 = α2 = 100 ч, 
α3 = 120 ч, время восстановления β зададим 
так, чтобы β3 было меньше β1 и β2.

Выходная последовательность O, кото-
рую можно наблюдать при работе систе-
мы, тогда будет представлять собой набор 
символов из алфавита Vk. Будем считать, 
что последовательность O всегда начина-
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ется с символа ʺработаетʺ. Значения вы-
ходной последовательности фиксируются 
в момент смены состояния, следовательно, 
не может быть подряд более двух символов 
ʺне работаетʺ (по табл.  1 возможны всего 
два таких случая: когда происходит пере-
ход из состояния S3200 в S2220, и из состояния 
S3020 в S1220).

Пусть  O = {1,0,1,1,1,0,1,0,1,1}.
В табл.  2 представлены вероятности 

P(O) того, что последовательность O полу-
чена при работе заданной системы при раз-
личных значениях βi. 

Таблица 2
Вероятность P(O) в зависимости  

от времени восстановления βi

β1 β2 β3 P(O)
15 ч 12 ч 5 ч 0,0095
12 ч 15 ч 5 ч 0,0095
10 ч 8 ч 1 ч 0,0103
5 ч 4 ч 1 ч 0,0111

Примечание: составлена автором на основе 
полученных данных в ходе исследования.

Таблица 3
Последовательность состояний Q в зависимости от времени восстановления β

β1 β2 β3 Q
15 ч 12 ч 5 ч 1, 3220, 3111, 1011, 2111, 3220, 3111, 3220, 3111, 1011
12 ч 15 ч 5 ч 1, 3220, 3111, 1011, 1111, 3220, 3111, 3220, 3111, 1011
10 ч 8 ч 1 ч 1, 3220, 3111, 1011, 2111, 3220, 3111, 3220, 3111, 1011
5 ч 4 ч 1 ч 1, 3220, 3111, 1011, 2111, 3220, 3111, 3220, 3111, 1011

Примечание: составлена автором на основе полученных данных в ходе исследования.

Таблица 4
Значения матрицы B после обучения

B
0,02 0,02 0,02 0,98 0,02 0,98 0,02 0,98 0,02 0,02 0,98 0,98 0,98 0,98 0,02 0,02 0,02
0,98 0,98 0,98 0,02 0,98 0,02 0,98 0,02 0,98 0,98 0,02 0,02 0,02 0,02 0,98 0,98 0,98

B1

0,00 0,05 0,00 0,00 0,34 0,99 0,06 0,00 0,00 0,34 0,99 0,99 0,00 0,00 0,00 0,34 0,34
1,00 0,95 1,00 1,00 0,66 0,01 0,94 1,00 1,00 0,66 0,01 0,01 1,00 1,00 1,00 0,66 0,66

B5

0,00 0,01 0,00 0,00 1,00 1,00 0,01 0,00 0,00 1,00 1,00 0,99 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00
1,00 0,99 1,00 1,00 0,00 0,00 0,99 1,00 1,00 0,00 0,00 0,01 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00

B10

0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00 0,99 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00
1,00 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,01 1,00 1,00 1,00 0,00 0,00

Примечание: составлена автором на основе полученных данных в ходе исследования.

В табл. 3 представлены последователь-
ности состояний Q, которые наиболее соот-
ветствуют наблюдаемой последовательно-
сти O, для различных значений β.

Далее проведем обучение модели. 
Положим β1 = 15 ч, β1 = 12 ч, β1 = 5 ч, 

O = {1,0,1,1,1,0,1,0,1,1}. После обучения 
получим новые матрицы A, B, π и вероят-
ность P(O). В табл.  4 приведены исходная 
матрица B и матрица B после одного цикла 
обучения (B1), после пяти циклов обучения 
(B5) и после десяти циклов обучения (B10).

Из табл.  5 видно, что модель стремит-
ся исключить ошибки, которые изначально 
были допущены в вероятностях выборов 

символов. Аналогично изменяется матрица 
вероятностей переходов A. 

Таблица 5
Значения вероятностей P(O)  

после обучения

P(O) 0,0095
P1(O) 0,1167
P5(O) 0,1525
P10(O) 0,8551
P14(O) 1,0

Примечание: составлена автором на основе 
полученных данных в ходе исследования.
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Таблица 6
Количество итераций для наблюдаемых выходных последовательностей O

Наблюдаемая последовательность O Количество  
итераций

{ }1, 0,1 ,1 ,1 , 0,1 , 0,1 ,1 13

{ }1,1 , 0,1 ,1 , 0, 0 6

{ }1,1 ,1 ,1 ,1 , 0,1 25

{ }1,  0,1 ,1 ,1 ,  0,1 ,1 ,1 ,  0,  0,1 47

{ }1,1 ,1 ,1 ,1 ,  0,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  0,1 ,1 ,1 36

{ }1,1 ,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 , 0 5

{ }1,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,  0,1 ,0 41

Примечание: составлена автором на основе полученных данных в ходе исследования.

В табл.  5 приведены вероятность P(O) 
и вероятности P1(O), P5(O), P10(O), P14(O) 
после 1, 5, 10 и 14 шагов обучения соответ-
ственно. 

Таким образом, проводя итерационно 
обучение модели, можно получить матрицы 
A, B, π, для которых вероятность P(O) бу-
дет стремиться к единице.

В табл. 6 представлено количество ите-
раций для различных наблюдаемых выход-
ных последовательностей O, за которые 
P(O) будет сходиться к единице с погреш-
ностью ε = 10–6 (β1 = 15 ч, β1 = 12 ч, β1 = 5 ч).

Также рассмотрим количество итераций 
для фиксированной последовательности  
O = {1,0,1,1,1,0,1,0,1,1} и различных значе-
ний β (результаты приведены в табл. 7).

Таблица 7
Количество итераций в зависимости  

от времени восстановления βi

β1 β2 β3
Количество 
итераций

15 ч 12 ч 5 ч 13
12 ч 15 ч 5 ч 13
10 ч 8 ч 1 ч 13
5 ч 4 ч 1 ч 15

Примечание: составлена автором на основе 
полученных данных в ходе исследования

То есть обучение модели происходит за  
небольшое количество итераций, что по-
зволяет проводить его достаточно быстро. 
Такое обучение может использоваться для  

подбора наилучших параметров элементов 
системы на основе новых матриц A, B, π.

Заключение
На основании проведенного исследова-

ния можно сделать вывод, что разработан-
ная модель позволяет анализировать состо-
яния скрытых элементов системы и прово-
дить обучение модели, которое, в свою оче-
редь, позволяет переопределить задаваемые 
параметры модели (λi и μi) таким образом, 
чтобы вероятность появления выходной 
последовательности символов была мак-
симальной. Такая модель может быть ис-
пользована для предварительного анализа 
при последующей инженерной валидации. 
В дальнейшем планируется рассмотреть 
системы более сложной структуры, а также 
системы, в которых у одного или несколь-
ких элементов есть резерв времени. 
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