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В данной статье представлена содержательная постановка задачи математического моделирования опти-
мального управления нагревом «термически тонких» и «термически массивных» тел в печи, обеспечивающего 
минимум по критерию расхода топлива. Рассматривается задача нагрева термически «тонкого тела», позволя-
ющая при заданных условиях конвективного теплообмена в печи, времени нагрева и вида топлива выбирать та-
кой температурный режим, при котором заданная конечная температура достигается при минимальном расхо-
де топлива. Рассмотренные модели распространяются на камерные печи с учетом рассредоточенного подвода 
топлива и отвода дыма. Установлено, что при возрастании мощности печи оптимальное время нагрева умень-
шается и скоростной нагрев «термически тонких» тел наиболее выгоден при большой удельной мощности 
холостого хода печей, например секционных. Обнаружено, что при отсутствии ограничений оптимальная тем-
пература газов достигается при постоянной тепловой мощности, а затем нагрев осуществляется при предельно 
допустимой температуре газов. Представлена вычислительная методика и процедура расчета нагрева «терми-
чески массивных» тел, состоящая из двух периодов: нагрева при оптимальной постоянной тепловой мощности 
до момента достижения заданной конечной среднеобъемной температуры с выдержкой при постоянном тепло-
содержании, с учетом удельного расхода топлива, что является современным инструментом для цифровизации 
расчета энергоемкого процесса нагрева рудного материала на предприятиях горнообогатительного комплекса 
промышленности. Представлены численные процедуры по определению оптимальной тепловой мощности 
в регенеративных и рекуперативных нагревательных колодцах с учетом веса исследуемых образцов, применя-
емого топлива и мощности холостого хода. Анализ представленных вычислительных процедур использования 
топлива позволяет выявить новые подходы к исследованию закономерностей между характеристиками нагрева 
рудного сырья, которые могут быть полезными при конструировании печей, нормировании расхода топлива 
и совершенствовании систем управления теплотехнологическим оборудованием. Они позволят оценить по-
тенциальный резерв экономии топлива в направлении изменения режима работы печи в сторону оптимизации.
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This paper presents a substantial formulation of the problem of mathematical modeling of optimal control of 
heating of “thermally thin” and “thermally massive” bodies in a furnace, providing a minimum in terms of fuel con-
sumption criterion. The problem of heating a thermally “thin body” is considered, and it is demonstrated that, under 
given conditions of convective heat exchange in the furnace, heating time and fuel type can be selected to achieve a 
temperature regime that will reach the specified final temperature at minimum fuel consumption. The models under 
consideration pertain to chamber furnaces, incorporating considerations such as dispersed fuel supply and smoke re-
moval. An investigation reveals a direct correlation between the increase in furnace power and the decrease in the 
optimum heating time. The analysis further demonstrates that high-speed heating of “thermally thin” bodies is most 
favorable at high specific idle power of furnaces. This phenomenon is exemplified by sectional furnaces. It has been 
determined that, in the absence of limitations, the optimum gas temperature is attained at a constant thermal power, 
and subsequently, heating is executed at the maximum allowable gas temperature. A computational methodology and 
procedures for calculating the heating of “thermally massive” bodies consisting of two periods are presented. The 
methodology includes heating at an optimal constant thermal power until the moment of reaching a given final average 
volume temperature with holding at a constant heat content. This approach considers specific fuel consumption, which 
is relevant for calculating the energy-intensive process of heating ore material at the enterprises of the mining and pro-
cessing complex of industry. The following numerical procedures are presented for determining the optimum thermal 
power in regenerative and recuperative heating wells. These procedures consider the weight of the samples under study, 
the fuel used, and the idle power. The analysis of the computational procedures presented herein pertaining to fuel utili-
zation has enabled the revelation of novel approaches to the study of regularities between the characteristics of ore raw 
material heating. These novel approaches have the potential to be useful in the design of furnaces, the rationing of fuel 
consumption, and the improvement of control systems for heat-technological equipment. It is posited that the potential 
reserve of fuel savings can be estimated by modifying the furnace operation mode to optimize it. 
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Введение
В металлургической, химической, гор-

нообогатительной промышленности ши-
роко используются теплотехнические 
устройства прямого и косвенного нагрева 
разнообразных материалов, применяющи-
еся для  различных тепловых воздействий, 
например сушки материала, обжига сырья, 
в том числе рудного. Важным аспектом 
современного подхода к проектированию 
теплотехнологического оборудования яв-
ляется возможность применения матема-
тического и компьютерного моделирова-
ния протекающих энергоемких процессов 
для обеспечения высоких показателей его 
энергетической эффективности. Деталь-
ное рассмотрение протекания процесса 
высокотемпературной подготовки мате-
риалов на примере обжига рудного сырья 
позволяет выявить пути совершенствова-
ния алгоритмов управления энергоемким 
теплотехнологическим оборудованием для  
отыскания оптимальных режимов работы. 
Под режимом нагрева понимается соблю-
дение определенных условий нагрева руд-
ного материала во времени [1]. 

Цель исследования  – разработка ма-
тематических моделей и вычислительных 
процедур оптимального управления нагре-
вом «термически тонких» и «термически 
массивных» тел в печи, обеспечивающих 
минимум по критерию расхода топлива 
и учитывающих особенности численного 
метода динамического программирования, 
проведение компьютеризированного рас-
чета управляющего параметра  – темпера-
туры газа, нагревающего плотный слой за-
сыпки рудного сырья в многозонной про-
ходной печи.

Материалы и методы исследования

Для всестороннего изучения протекания 
процесса высокотемпературной подготовки 
материалов на примере обжига рудного сы-
рья в теплотехнологическом оборудовании 
горнообогатительной отрасли промышлен-
ности и отыскания оптимальных режимов 
работы, необходимо учесть технологиче-
ские условия нагрева сырья с учетом раз-
личного рода технологических ограниче-
ний, зависящие от конструкции и назначе-
ния печи, от формы, размеров и расположе-
ния рудного материала в печи. Различают 
температурный и тепловой режимы нагрева 
материала [2]. Под температурным режи-
мом понимают соблюдение определенно-
го температурного закона нагрева рудного 
материала во времени. Под тепловым ре-
жимом понимают соблюдение определен-
ного закона изменения тепловой нагрузки 

во времени. Тепловой и температурный ре-
жимы нагрева между собой взаимосвязаны. 
Чтобы обеспечить выполнение заданного 
температурного режима в печи, необходи-
мо изменять количество тепла, подаваемого 
в печь в режиме реального времени.

В существующей практике нагреватель-
ных печей встречаются одно-, двух- и мно-
гоступенчатые режимы нагрева. Односту-
пенчатые режимы применяют для нагрева 
тонкого материала, так как при его нагреве 
исключено возникновение температурных 
напряжений и перепада температур по сече-
нию тела [3, 4].

Применение камерного режима нагре-
ва приводит к повышению производитель-
ности печи за счет форсирования нагрева 
и к ухудшению использования топлива 
в печи. Установлено, что снижение началь-
ного теплового потока до 50 % от макси-
мального приводит к потере производитель-
ности до 15 %, но зато к резкому выигрышу 
в установочной мощности энергетического 
оборудования (тяги, давления газа, венти-
ляторов). Дальнейшее снижение теплового 
потока приводит к заметному увеличению 
длительности процесса нагрева рудного 
материала. На основании вышеизложен-
ного возможно предположить значение 
оптимального начального теплового по-
тока: qопт = 0.5. Реализация режима нагрева 
при постоянном тепловом потоке требует, 
чтобы тепловая мощность во времени на-
растала по определенному закону, что за-
трудняет практическое осуществление та-
кого режима. Реальным является режим 
при постоянной общей тепловой мощности 
печи [5]. Предложена методика расчета на-
грева рудного материала при постоянной 
мощности. Установлено, что при посто-
янной мощности тепловой поток в начале 
первого периода нагрева на 10% больше, 
чем в конце того же самого периода.

Одной из задач металлургической и гор-
но-обогатительной теплотехники является 
повышение эффективности использования 
ресурсов при строительстве и эксплуатации 
действующих агрегатов. Решению этой за-
дачи способствует разработка и внедрение 
в практику научно обоснованных методов 
расчета оптимальных и конструктивных 
параметров печей различного типа и на-
значения [6]. Простейшие процессы нагре-
ва тонких тел характеризуются системами 
с сосредоточенными параметрами и опи-
сываются обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, устанавливающими за-
висимости характеристик процесса (темпе-
ратуры материала, газов и т.п.) от времени.

Более сложные процессы нагрева мас-
сивных тел характеризуются системами 
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с распределенными параметрами и описы-
ваются дифференциальными уравнениями 
в частных производных, устанавливающи-
ми зависимость пространственного распре-
деления характеристик от времени.

Траекторию нагрева «термически тон-
кого» тела обычно рассматривают в коор-
динатах температура  – время. Более глу-
бокие обобщения можно получить, если 
рассматривать процесс нагрева в фазовом 
пространстве. Состояние системы в лю-
бой момент времени τ можно характеризо-
вать температурой t = t(τ) и ее скоростью 
tʹ = tʹ(τ). При этом между множеством со-
стояний системы и точками на плоскости 
(t;tʹ) имеется взаимооднозначное соот-
ветствие. При движении точки на фазо-
вой плоскости получаем фазовую траек-
торию. Задачей оптимального управле-
ния является: найти такие управляющие 
функции t(τ) и tʹ(τ), чтобы изображающая 
точка перешла из заданного начального 
состояния в начало координат и чтобы 
определенный критерий оптимальности, 
в данном случае расход топлива, достиг 
минимального значения.

Общая формулировка движения систе-
мы в фазовом пространстве дается прин-
ципом Гамильтона. Каждая система харак-
теризуется функцией f0(t;tʹ). Пусть в момен-
ты времени τ = τ1 и τ = τ2 система занимает 
положения 
( ) ( ) ( )( )1

1 1;t t t′= τ τ  и ( ) ( ) ( )( )2
2 2;t t t′= τ τ , 

тогда между этими положениями система 
движется таким образом, что интеграл дей-
ствия (критерий оптимальности)

( )
2

1

0 ;B f t t d
τ

τ

′= τ∫
имеет наименьшее возможное значение. 
Для того чтобы интеграл B имел наимень-
шее значение, функция f0 должна удовлет-
ворять дифференциальному уравнению 
Эйлера – Лагранжа:

0 0 0d f f
d t t

∂ ∂  − = ′ ′τ ∂ ∂ 
.

При движении системы ряд ее величин 
(t;tʹ) изменяется со временем. Существуют, 
однако, такие функции этих величин, кото-
рые при движении сохраняют постоянное 
значение. Эти функции называют инвари-
антами движения, а их постоянство связано 
с однородностью пространства и времени. 
Используя закон сохранения, связанный 
с однородностью времени, и уравнение Эй-
лера – Лагранжа, приходим к функции Га-
мильтона Н, системы, пропорциональной 

энергии системы, которая остается неиз-
менной при движении: 

0
0

fH t f const
t

∂′= − =
′∂

. 

Обозначив 0f
t

∂
= ψ

′∂
, получим 0H t f′= ψ − . 

Из последнего уравнения после дифферен-
цирования получим соотношения, опреде-
ляющие выбор траектории движения, обе-
спечивающий минимум интегралу действия

 
t H∂ ∂
=

∂τ ∂ψ
  и  

t H
t

∂ ∂
=

∂τ ∂
. 

Результаты исследования  
и их обсуждение

Рассмотрим задачу нагрева термически 
«тонкого тела», позволяющую при задан-
ных условиях конвективного теплообме-
на в печи, времени нагрева и вида топли-
ва выбрать такой температурный режим, 
при котором заданная конечная температу-
ра достигается при минимальном расходе 
топлива [7]. Такая постановка задачи позво-
ляет обоснованно распространять решения 
на камерные печи, а в ряде случаев, при рас-
средоточенном подводе топлива и отводе 
дыма, на проходные печи [8].

Пусть изменение температуры t описы-
вается уравнением 

( )1 ;dt f t T
d

=
τ

, 

где T – температура газов (управляющее воз-
действие), при условии: t(0) = t0 и t(τк) = tк .

Удельный расход топлива выражается 
интегралом: 

( )1
0

;B f t T d
Κτ

= τ∫ , 

где функция ( ) ( )1 ;f t T T t M= − , а мощ-
ность М = (Gc) / (αF), G – расход топлива, 
с – его теплоемкость, α – коэффициент те-
плоотдачи, F  – поверхность. Таким обра-
зом, расход топлива составит: 

( )x
0

B M M d
Κ

Π

τ

= + τ∫ ,

где Mп – полезная мощность, равная

( )
( )p

T t FqFM
T TΠ

α −
= =

η η−
, 

Тр  – расчетная (теоретическая) температура 
горения топлива, η – коэффициент использо-
вания топлива, Mх – мощность холостого хода. 



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 6, 2025

48 TECHNICAL SCIENCES (1.2.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7, 2.5.8)

В результате 

0 x
p0

T tB M M d
T T

Κτ  −
= + τ  − 
∫ , 0 pM FT= α , 

тогда 1 0 x
p

T tf M M
T T

−
= +

−
, 

а функция Гамильтона принимает вид 

0 x
p

T t T tH M M
T T

− −
= ψ − −

µ − , 

где μ – постоянная, зависящая от интенсив-
ности нагрева.

Для выбора режима нагрева, при кото-
ром расход топлива будет минимальным, 
принимается, что M0, Mх и μ не изменяются 
в процессе нагрева, а также, что оптималь-
ная температура меньше допустимой. Эта 
температура в течение всего процесса на-
грева должна быть такой, чтобы величина 
В имела максимальное значение для всех 
значений τ: 0H∂ ∂τ = .

Решение такой задачи получается в сле-
дующем виде:

температура материала –

 ( ) p
p p 0

p 0

T t
t T T t

T t

Κ
Κ

τ
τ −

= − −   − 
;

температура газов – 

( )
K K

p 0 p
p p 0

p p 0

1 ln
T t T t

T T T t
T t T t

Κ
Κ

τ
τ  − −µ

= − − −    τ − −  
.

Оптимальное значение полезной тепло-
вой мощности 

K K

p 0
0

p

,  ln
1

T t
M M

T tΠ

−γ µ
= γ =

− γ τ −
.

Общий расход тепла 

K0 x 0 p,
1

B B M B bcTγ
= + τ =

− γ
, 

где b – удельный расход тепла.
С увеличением времени нагрева первое 

слагаемое уменьшается, а второе – увеличи-
вается. Это означает, что имеется такая оп-
тимальная длительность нагрева K

*τ , при ко-
торой расход топлива будет наименьшим.

Оптимальное время нагрева можно 
определить из условий H = 0 или 

K 0dB dτ = ,  
в виде 

K

K

p 0* 0

x p

1 ln
T tM

M T t
  −

τ = µ +   − 
, 

оптимальная тепловая мощность при этом 
равна 

( )x 0 xM M M M= + .

При возрастании M оптимальное время 
нагрева уменьшается. Поэтому скоростной 
нагрев «термически тонких» тел выгоден 
при большой удельной мощности холо-
стого хода печей, например секционных. 
При отсутствии ограничений оптимальная 
температура газов достигается при посто-
янной тепловой мощности, а затем нагрев 
ведется при предельно допустимой темпе-
ратуре газов [9].

Для оптимизации процесса нагрева 
при нелинейных граничных условиях, на-
пример передаче тепла излучением по за-
кону Стефана – Больцмана, может быть эф-
фективно применен метод динамического 
программирования. Этот метод не имеет 
общего алгоритма и заключается в после-
довательной оптимизации процесса нагрева 
на одном, двух и последующих этапах.

Нагрев «термически тонкого» тела в  
многозонной печи определяется темпера-
турой газов в каждой зоне или конечной 
температурой материала, при условии, 
что начальная температура материала за-
дана [10]. Поэтапная оптимизация на-
грева в многозонной печи заключается 
в следующем. Удельный расход тепла 
в k-й зоне n-зонной печи bk определяется 
соотношением

 ( )1k k k
k

k k

c x x
b −−
=

′η η
, 

где xk–1, xk – средняя температура материала 
в начале и конце k-й зоны печи, ηk – коэф-
фициент использования тепла, ηk  – отно-
шение полезной мощности к общей мощ-
ности печи в k-й зоне. После преобразова-
ний получается bk = pLk, где p k kp T c ′= η , 

( ) ( )1 pk k k kL x x T T−= − − .
Значение p одинаково для всех зон, по-

этому расход топлива на участке, включа-
ющем  n – m последних зон, определяется 
функцией 

( )1;
n

m k k k
k n m

R L x x−
= ⋅

= ∑ . 

Для всей печи 

при m = 0 – ( )0 1
1

;
n

k k k
k

R L x x−
=

=∑ .

Минимальное значение Rm, при задан-
ном значении xk, характеризующее мини-
мальный расход топлива на выделенном 
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участке, обозначим через Фm. Связь между 
Rm и Фm имеет вид Фm = minRm. Мини-
мальное значение R0, характеризующее 
расход топлива во всей печи, обозначим 
через Ф0 = minR0. Минимум отыскивается 
по переменным xk путем упорядоченной 
системы проверки различных вариантов 
значений xk при заданных t0 и tк. Неупоря-
доченная проверка вариантов потребовала 
во много раз большего количества вычисли-
тельных операций и практически неосуще-
ствима даже на мощных компьютерах [11]. 
Схема формирования аддитивно-сепара-
бельного критерия эффективности Ф пред-
ставлена на рис. 1.

С физической точки зрения такой ме-
тод решения задачи заключается в отыска-
нии такого распространения приращения 
теплосодержаний материала по зонам, 
при котором удельный расход топлива 
на печь был минимальным.

С математической точки зрения расчет-
ная схема является численным решением 
рекуррентных нелинейных функциональ-
ных уравнений.

( ) ( ) ( )í 1 í 1min ; ; , 0,1, 2, , 1k k k k k k k nf x L x x f x t k n+ += + = −   

( ) ( ) ( )í 1 í 1min ; ; , 0,1, 2, , 1k k k k k k k nf x L x x f x t k n+ += + = −    .
Для расчета нагрева «термически тонко-

го» тела при граничных условиях третьего 
рода принимают выражения

( )1k k k k kx T T x −= − − θ , 

( ) ( )1 1k k k k kT x x −= − θ −θ , 

( ) ( )expk k k kF Gcθ = − α τ   , 

где αk  – средний для k-й зоны коэффици-
ент теплоотдачи с учетом излучения и  
конвекции. 

Рис. 1. Схема формирования аддитивно-сепарабельного критерия эффективности
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Последовательность расчета четырех-
зонной печи следующая. Находят допусти-
мый интервал изменения температур рудно-
го материала в 1, 2 и 3-й зонах. Определяют 
расход топлива в третьей и четвертой зонах 
печи в виде функции ( )2 2 3; ; nR x x t  и нахо-
дят зависимость температуры x3(x2) и f2(x2). 
Определяют расход топлива во 2, 3 и 4-й 
зонах печи ( )1 1 2 3; ; ; nR x x x t  и находят за-
висимость x2(x1) и f1(x1). Определяют общий 
расход тепла ( )0 0 1 2 3; ; ; ; nR t x x x t , по кото-
рому находят f0 и оптимальную температуру 
в конце первой зоны. Осуществляя поэтап-
ное движение от начала процесса к концу, 
находят оптимальные значения температур 
на границах 2-й и 3-й зон [12, 13].

Используя функции стабилизированно-
го распределения температур по сечению 
массивного тела для стадии регулярного пе-
риода, можно полученные решения для тон-
ких тел распространить на массивные тела.

dt / dτ = (T – t) / μʹ, 
где t – среднеобъемная температура материала. 

Выражения для температуры рудного 
материала, газов, тепловой мощности и рас-
хода топлива оказываются аналогичными 
«термически тонким» телам и характе-
ризуются заменой параметров α, μ, M0 на  
αʹ, μʹ, Mʹ0, учитывающих термическую мас-
сивность тела.

Оптимальное по расходу топлива время 
нагрева 

K

K

p 0* 0

x p

1 ln
T tM

M T t
  −′
′τ = µ +   − 

, 

оптимальная тепловая мощность при этом 
равна ( )x 0 xM M M M′= + . При выбо-
ре оптимального по расходу топлива режима 
нагрева массивных тел следует учитывать 
ограничения во втором периоде нагрева.

Разработана вычислительная методи-
ка для расчета нагрева массивного слитка 
в колодцах, состоящая из двух периодов: 
нагрева при оптимальной постоянной те-
пловой мощности до момента достижения 
заданной конечной среднеобъемной тем-
пературы с выдержкой при постоянном те-
плосодержании и определен удельный рас-
ход топлива.

Для решения задачи методом дина-
мического программирования разделим 
время нагрева на четыре интервала. В те-
чение первых двух интервалов нагрев ве-
дется при постоянном тепловом потоке 
[14]. Этот режим в начале нагрева весьма 
близок к режиму нагрева при постоянной 
тепловой мощности и прост для расчета. 

В течение двух последних интервалов сли-
ток нагревается при постоянной темпера-
туре газов. В течение третьего интервала 
температура газов принимает предельное 
максимальное значение равное 1350ºС. 
Продолжительность четвертого (послед-
него) интервала и температура газов выби-
раются из условия нагрева слитков до за-
данной конечной среднеобъемной темпе-
ратуры и достижения заданного конечного 
перепада температур по сечению [15]. Вы-
брав длительность последнего интервала 
и температуру газов, обеспечивающих ко-
нечный перепад по сечению, получаем за-
данную равномерность нагрева за опреде-
ленное время [16]. Задачей вариационного 
расчета является выбор средних темпера-
тур в конце 1-го x1, 2-го x2 и 3-го x3 интер-
валов, обеспечивающих в заданных огра-
ничениях нагрев с минимальным расходом 
топлива. Вычислительная методика выбо-
ра оптимальных средних температур за-
ключается в следующем.

На первом этапе расчета оптимизируют-
ся условия нагрева в 3-м и 4-м интервалах. 
Для этого для фиксированной средней тем-
пературы в конце 2-го интервала x2 варьиру-
ется средняя температура в конце 3-го ин-
тервала x3 и рассчитывается расход топлива 
в 3-м и 4-м интервалах R2 = L3 + f3. Опре-
деляется минимальное значение расхода 
топлива f2 = min{L3 + f3} и отвечающее ему 
значение средней температуры в конце 3-го 
интервала x3.

На втором этапе расчета оптимизируют-
ся условия нагрева на 2, 3 и 4-м интервалах. 
Для этого при фиксированной средней тем-
пературе в конце 1-го интервала x1 варьиру-
ется средняя температура в конце 2-го ин-
тервала x2 и рассчитывается расход топлива 
во 2, 3 и 4-м интервалах R1 = L2 + f2. Опре-
деляется минимальное значение расхода 
топлива f1 = min{L2 + f2} и отвечающее ему 
значение средней температуры в конце 2-го 
интервала x2.

На третьем этапе расчета оптимизи-
руются условия нагрева в 1, 2, 3 и 4-м ин-
тервалах. Для этого при известной средней 
температуре металла в начале 1-го интерва-
ла (в начале нагрева t0) варьируется сред-
няя температура в конце 1-го интервала 
x1 и рассчитывается расход топлива в 1, 2, 
3 и 4-м интервалах R0 = L1 + f1. Определяет-
ся минимальное значение расхода топлива 
f0 = min{L1 + f1} в течение всего процесса на-
грева и отвечающее ему значение средней 
температуры в конце 1-го интервала x1.

На 4-м этапе расчета осуществляется 
понятное движение, находим искомое зна-
чение температур x2 и x3.
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Рис. 2. Температура газа-теплоносителя над слоем рудного сырья (1) и под колосниковой 
решеткой (2). Температура в различных горизонтах плотного слоя рудного сырья  

сверху вниз (3–8). Оптимальный режим функционирования проходной печи

Характерной особенностью приведен-
ного оптимального режима по сравнению 
с двухступенчатым является некоторое уве-
личение тепловых потоков в 3-м интервале 
нагрева за счет повышения температуры га-
зов до предельно допустимого значения.

Применение разработанных вычисли-
тельных процедур поиска оптимальных 
условий нагрева рудного сырья в печах 
и колодцах с использованием предлагаемой 
методики позволяет выявить новые законо-
мерности между характеристиками нагрева, 
которые могут быть полезными при кон-
струировании теплотехнического оборудо-
вания, нормирования расхода топлива и со-
вершенствования систем управления нагре-
вом. Относительный расход топлива следу-
ет определять по формуле 

VT = Bmin / BD , 0 < VT < 1, 
где VT – оценка расхода топлива на данной 
печи в сравнении с оптимальным, Bmin  – 
минимально возможный расход топлива, 

BD – действительный расход топлива. Также 
можно ввести оценку времени нагрева: 

K K

p 0*
*

p

ln
T t
T tτ

−µ
=
τ −

υ , 

при котором BD = Bmin. Рассматривая соот-
ношение оптимального времени нагрева 

K

*τ  к свободному времени нагрева τк в виде 
*kτ τ=υ υ , возможно установить, что вели-

чина VT определяется выражением: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2* *

2* *

1 1 1

1 1 1/ 1/
T

k k
V

k k
τ τ

τ τ

β − − β− − −
=

β− − β− − −

υ υ

υ υ
, 

где 0

x

= B
M

β
µ

.

Знание зависимости VT от *
τυ , k и β по-

зволит оценить потенциальный резерв эко-
номии топлива в направлении изменения ре-
жима работы печи в сторону оптимизации.
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Рис. 3. Параметрическое семейство изолиний, показывающих температуру  
в плотном слое рудного сырья, в оптимальном режиме, ºС

По разработанным авторами вычисли-
тельным процедурам, реализованным в виде 
компьютерной программы на языке Borland 
C++, были определены оптимальные режи-
мы функционирования многозонной печи, 
для нагрева рудного сырья в плотном слое 
высотой 0,35 м и шириной 1 м. Результаты 
расчета температуры газа-теплоносителя 
в оптимальном режиме функционирования 
печи представлены на рис. 2. 

Найденный оптимальный режим функ-
ционирования проходной печи формирует 
тепловую волну, которая движется вглубь 
рудного материала в плотном слое засыпки 
и интенсифицирует процесс нагрева, рис. 3. 

Заключение
Представлены математические модели 

и оригинальные вычислительные проце-
дуры оптимального управления нагревом 
«термически тонких» и «термически мас-
сивных» тел, в печи для нагрева и высоко-
температурной обработки рудного сырья, 
обеспечивающих минимум по критерию 
расхода топлива и учитывающие особен-
ности численного метода динамического 
программирования. Представленные мето-
дики являются актуальным инструментом 
для построения цифровизированных двой-
ников процессов, протекающих в реально 
функционирующем оборудовании, в част-
ности с использованием предложенных 
вычислительных процедур был определен 
оптимальный режим функционирования 
многозонной печи, для нагрева рудного 
сырья в плотном слое шириной 1 м и высо-
той 0,35 м, используемой на предприяти-
ях горнообогатительного комплекса про-
мышленности для высокотемпературной 

обработки рудного сырья. Разработанные 
вычислительные процедуры оптимального 
управления нагревом рудного материала 
в печи и методика расчета нагрева рудно-
го материала при постоянной мощности, 
обеспечивающие минимум по критерию 
расхода топлива и учитывающие особен-
ности численного метода динамического 
программирования, позволяют увеличить 
эффективность использования ресурсов 
при минимальном значении расхода то-
плива, определить время нагрева при опти-
мальной постоянной тепловой мощности 
до момента достижения заданной конеч-
ной среднеобъемной температуры с вы-
держкой при постоянном теплосодержа-
нии, а также определить удельный расход 
топлива для дальнейшего поиска опти-
мальных режимов работы теплотехнологи-
ческого оборудования в различных отрас-
лях промышленности. 
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