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В статье представлено исследование повышения точности решения дифференциальных уравнений 
за счет применения троичной сбалансированной системы счисления в экспоненциальном виде, с плавающей 
запятой. Сравнение результатов вычислений и оценка точности приводятся в десятичной системе счисления. 
Работа основана на сравнительном анализе трех подходов: аналитического решения дифференциального 
уравнения как эталона точности, классического метода Эйлера в двоичной системе (с проведением компью-
терных вычислений) и классического метода Эйлера в троично-сбалансированной системе счисления с сим-
метричным алфавитом {-1, 0, +1} (вычисления выполнялись вручную). Теоретическое обоснование преиму-
ществ троичной сбалансированной системы счисления базируется на уникальных свойствах симметричной 
арифметики, обеспечивающей естественную компенсацию ошибок округления. Работа демонстрирует воз-
можность значительного повышения точности решения дифференциальных уравнений без увеличения вы-
числительной сложности за счет использования троично-сбалансированной системы счисления. Результаты 
численных экспериментов свидетельствуют о существенном преимуществе троично-сбалансированной си-
стемы счисления: достигаемая погрешность решения составляет всего 1–6 %, что в несколько раз точнее 
по сравнению с результатами, полученными в традиционной двоичной системе. Такое улучшение точности 
объясняется фундаментальными свойствами симметричной троичной арифметики, где сбалансированное 
представление чисел способствует взаимной компенсации ошибок округления на каждом шаге вычислений. 
Показано, что использование троичной сбалансированной системы счисления позволяет повысить точность 
вычисления в 5 и более раз по сравнению с традиционной двоичной реализацией.

Ключевые слова: троичная сбалансированная система счисления, классический метод Эйлера, двоичная система 
счисления, обыкновенное дифференциальное уравнение, аналитический метод, численный метод
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The article presents a study of improving the accuracy of solving differential equations by using a ternary balanced 
number system in exponential form, with floating point. A comparison of the calculation results and an estimate of 
accuracy are given in decimal notation. The work is based on a comparative analysis of three approaches: the analytical 
solution of a differential equation as a standard of accuracy, the classical Eulerian method in a binary system (with 
computer calculations) and the classical Eulerian method in a ternary-balanced number system with a symmetric 
alphabet {-1, 0, +1} (calculations were performed manually). The theoretical justification of the advantages of the 
ternary balanced number system is based on the unique properties of symmetric arithmetic, which provides natural 
compensation for rounding errors. The work demonstrates the possibility of significantly improving the accuracy 
of solving differential equations without increasing computational complexity by using a ternary-balanced number 
system. The results of numerical experiments indicate a significant advantage of the ternary-balanced number system: 
the achieved error of the solution is only 1-6 %, which is several times more accurate than the results obtained in the 
traditional binary system. This improvement in accuracy is explained by the fundamental properties of symmetric 
ternary arithmetic, where a balanced representation of numbers helps to compensate for rounding errors at each step of 
the calculations. It is shown that the use of a ternary balanced number system makes it possible to increase the accuracy 
of the calculation by 5 or more times compared with the traditional binary implementation.
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Введение
Современные высокотехнологичные от-

расли, такие как аэрокосмическая промыш-
ленность и ядерная энергетика, предъявля-
ют исключительные требования к точности 
решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). В аэрокосмической 
сфере погрешность в 0,001 % при расчете 

траекторий может привести к отклоне-
нию космического аппарата на километры 
от цели, а в ядерной энергетике ошибка 
в 0,0001 % способна вызвать, перегрев ак-
тивной зоны реактора. Эти примеры на-
глядно демонстрируют критическую важ-
ность разработки высокоточных методов 
численного решения ОДУ [1; 2]. 
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В данной работе исследуется перспек-
тивный подход к повышению точности ре-
шения дифференциального уравнения клас-
сическим методом Эйлера за счет приме-
нения троично-сбалансированной системы 
счисления (ТСС).

Троичная сбалансированная система 
счисления – это позиционная система счис-
ления, которая содержит в своем алфавите 
3 символа: -1; 0; +1. Знаки перед единицами 
«встроены» в свои символы, и иногда раз-
ряды ТСС-чисел так и именуются – «минус/
плюс». Для обозначения -1 можно исполь-
зовать любой символ кроме 0 и 1, в данной 
работе используется символ 7 [3; 4].

Исторически первая аппаратная реали-
зация троично-сбалансированной системы 
счисления была осуществлена Н.П. Бру-
сенцовым при создании ЭВМ «Сетунь» 
[5]. Впоследствии данная технология полу-
чила развитие в California Polytechnic State 
University [6], а в настоящее время продол-
жает привлекать внимание разработчиков 
электронных систем [7].

Цель исследования  – повышение точ-
ности решения дифференциальных уравне-
ний за счет применения троичной сбаланси-
рованной системы счисления в экспоненци-
альном виде, с плавающей запятой.

Материалы и методы исследования
Для проведения исследований было вы-

брано обыкновенное дифференциальное 
уравнение [8; 9], решение которого осущест-
влялось в двоичной [10] и троичной сбалан-
сированной системах счисления [3] с исполь-
зованием классического метода Эйлера [11].

Обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка [12, c. 107]:

	
5
2 2 2

x sinx cosxy e= − − .	 (1)

Формула метода Эйлера [13, c. 377]:

	 ( )1 * ,n n n ny y h f x y+ = + . 	 (2)

Результаты исследования  
и их обсуждение

Для удобства работы с числами в дан-
ной работе используется следующая запись 
числа: мантисса, со значащим разрядом 
до запятой – в ТСС, экспонента в десятич-
ной системе счисления  – число 3 в соот-
ветствующей степени. В табл. 1 и 2 при-
ведены пошаговые вычисления значений 
дифференциального уравнения в троичной 
сбалансированной и десятичной системах 
счисления с разной степенью точности. 

Таблица 1 
Результаты ручного расчета ОДУ в ТСС  

с шагом h = 0,05, с точностью 7 трит после запятой

yi , 
i= Вычисление в ТСС

Результат  
в десятичной 

СС

1 1 3 1 11,7000000*3 1,1001100*3 *1,7000000*3 1,7010701*3−+ = 2,1001371

2 ( )1 3 1 1 11,7010701*3 1,1001100*3 * 0,0001100*3 1,7010701*3 1,7170077*3−+ + = 2,2167352

3 ( )1 3 1 1 11,7170077*3 1,1001100*3 * 0,0010701*3 1,7170077*3 1,7100000*3−+ + = 2,3333333

4 ( )1 3 1 1 11,7100000*3 1,1001100*3 * 0,0011001*3 1,7100000*3 1,7110101*3−+ + = 2,45816188

5 ( )1 3 1 1 11,7110101*3 1,1001100*3 * 0,0177101*3 1,7110101*3 1,0771007*3−+ + = 2,5912208

6 ( )1 3 1 1 11,0771007*3 1,1001100*3 * 0,0171700*3 1,0771007*3 1,0717711*3−+ + = 2,7338820

7 ( )1 3 1 1 11,0717711*3 1,1001100*3 * 0,0107007*3 1,0717711*3 1,0070707*3−+ + = 2,8751714

8 ( )1 3 1 1 11,0070707*3 1,1001100*3 * 0,0100171*3 1,0070707*3 1,0001000*3−+ + = 3,0370370

9 ( )1 3 1 1 11,0001000*3 1,1001100*3 * 0,0117777*3 1,0001000*3 1,0170707*3−+ + = 3,2085048

10 ( )1 3 1 1 11,0170707*3 1,1001100*3 * 0,0110717*3 1,0170707*3 1,0117770*3−+ + = 3,3909465

Источник: составлено авторами.
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Таблица 2 
Результаты ручного расчета ОДУ в ТСС  

с h = 0,05, с точностью 4 трит после запятой 

yi,
i = Вычисление в ТСС Результат  

в десятичной СС
1 1 3 1 11,7000*3 1,1001*3 *1,7000*3 1,7010*3−+ = 2,111111

2 ( )1 3 1 1 11,7010*3 1,1001*3 * 0,0001*3 1,7010*3 1,7170*3−+ + = 2,222222

3 ( )1 3 1 1 11,7170*3 1,1001*3 * 0,0010*3 1,7170*3 1,7100*3−+ + = 2,333333

4 ( )1 3 1 1 11,7100*3 1,1001*3 * 0,0011*3 1,7100*3 1,7110*3−+ + = 2,444444

5 ( )1 3 1 1 11,7110*3 1,1001*3 * 0,0177*3 1,7110*3 1,0771*3−+ + = 2,592592

6 ( )1 3 1 1 11,0771*3 1,1001*3 * 0,0171*3 1,0771*3 1,0717*3−+ + = 2,740740

7 ( )1 3 1 1 11,0717*3 1,1001*3 * 0,0107*3 1,0717*3 1,0070*3−+ + = 2,888888

8 ( )1 3 1 1 11,0070*3 1,1001*3 * 0,0100*3 1,0070*3 1,0001*3−+ + = 3,037037

9 ( )1 3 1 1 11,0001*3 1,1001*3 * 0,0117*3 1,0001*3 1,0170*3−+ + = 3,222222

10 ( )1 3 1 1 11,0170*3 1,1001*3 * 0,0110*3 1,0170*3 1,0117*3−+ + = 3,407407

Источник: составлено авторами.

В данной работе для компьютерных вы-
числений значений ОДУ методом Эйлера 
была написана программа на языке Си, ис-
пользующая для переменных стандартный 
32-битный формат данных IEEE 754 с плава-
ющей запятой: бит 31 – знак мантиссы, 30 – 
23 биты – экспонента, 22 – 0 биты – мантисса 
без первой цифры, что обеспечивает пример-
но 7 десятичных значащих цифр в диапазо-
не ±8388608. Особое внимание уделялось 
изучению влияния точности представления 

чисел на накопление вычислительной по-
грешности  – проводились серии расчетов 
с последовательным уменьшением разряд-
ности мантиссы как для исходных данных, 
так и для промежуточных результатов.

Запись аналитического решения ОДУ 
[14; 15], а также результаты решения ОДУ 
классическим методом Эйлера в двоичной 
системе счисления, в случае, если задей-
ствованы все 23 бита при представлении 
мантиссы, изображены на рис. 1. 

Рис. 1. Результаты решения ОДУ аналитическим (yt) и численным методом (ye)  
в компьютерном представлении в виде короткого вещественного числа
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Рис. 2. Результаты решения ОДУ аналитическим (yt) и численным (ye) методами  
представлены в виде вещественных чисел с усеченной 10-битной мантиссой

Рис. 3. Графическое представление результатов решения ОДУ

После усечения разрядов до 10 бит пред-
ставления мантиссы, значащая часть числа 
находится в диапазоне ±1024 (десятичное 
представление), мантисса в 7 трит ТСС чис-
ла соответствует диапазону ±1093 (десятич-
ное представление). Запись аналитического 
решения ОДУ, а также результаты компью-
терного решения ОДУ классическим мето-
дом Эйлера приведены на рис. 2.

Точечная диаграмма результатов реше-
ния ОДУ приведена на рис. 3.

После усечения разрядов до 5 бит пред-
ставления мантиссы, значащая часть чис-
ла находится в диапазоне ±32 (десятичное 

представление), мантисса в 4 трита ТСС 
числа соответствует диапазону ±40 (деся-
тичное представление). Запись аналити-
ческого решения ОДУ, а также результа-
ты решения ОДУ классическим методом 
Эйлера в двоичной системе счисления 
при шаге h = 0,05 приведены на рис. 4. 

Точечная диаграмма результатов реше-
ния ОДУ приведена на рис. 5.

Как видно из рис. 3 и 5, результат ре-
шения ОДУ классическим методом Эйлера 
с применением ТСС позволяет получить бо-
лее точное решение по сравнению с тради-
ционной двоичной реализацией.
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Рис. 4. Результаты решения ОДУ аналитическим (yt) и численным (ye) методами  
представлены в виде вещественных чисел с усеченной 5-битной мантиссой

Рис. 5. Графическое представление результатов решения ОДУ

Заключение
Исследование показало высокую эф-

фективность троично-сбалансированной 
системы счисления (ТСС) для решения 
дифференциальных уравнений методом 
Эйлера, погрешность вычислений в рам-
ках проведенных исследований составля-
ла 1–6 %.

Применение ТСС в классическом мето-
де Эйлера на примере обыкновенного диф-
ференциального уравнения позволило до-
стичь значительного улучшения точности 
вычисления – в 5 раз и более раз по сравне-
нию с традиционной двоичной реализацией.
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