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Целью работы является исследование влияния неоднородности приборов на функциональные харак-
теристики многофазной системы массового обслуживания. В системах такого типа требования последова-
тельно проходят через несколько этапов обработки, при этом каждый из этапов может представлять собой 
отдельную операцию или группу операций с одинаковой или различной скоростью обслуживания. Если тре-
бование уже завершило обработку на одной из фаз, а все приборы в следующей фазе заняты, предполагается, 
что заявка остается на приборе, временно блокируя его работу. В качестве показателей эффективности рас-
сматриваются p0 – вероятность того, что ни один из каналов обслуживания в системе не занят, и pотк – вероят-
ность того, что вновь прибывшая заявка не сможет получить обслуживание из-за занятости всех каналов. 
С помощью разработанных в среде AnyLogic моделей получен ряд результатов для многофазных систем 
с неоднородными приборами при различных конфигурациях входного потока и интенсивности устройств. 
Для исследования закономерностей влияния неоднородности приборов на общую производительность 
системы полученные результаты сопоставлены с результатами для классических систем с однородными 
приборами. Анализ показал, что при незначительной нагрузке система с приборами различной произво-
дительности может быть эффективнее, чем система с приборами одинаковой производительности. Кроме 
того, установлено, что многофазный характер обслуживания заявок может усиливать влияние неодинаковой 
скорости работы приборов на общую эффективность системы. Исследование актуально для широкого круга 
прикладных задач, связанных с проектированием и управлением сложными системами. 

Ключевые слова: многофазные системы массового обслуживания, приборы различной производительности, 
имитационное моделирование
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The purpose of the research is to study the effect of heterogeneity of servers on the functional characteristics of 
a multiphase queuing system. In systems of this type, requirements go through several processing stages sequentially, 
and each of the stages can be a separate operation or a group of operations with the same or different service speeds. 
If the request has already completed processing in one of the phases, and all the devices in the next phase are busy, 
it is assumed that the request remains on the server, temporarily blocking its operation. The performance indicators 
are p0 – the probability that none of the service channels in the system is busy, and pотк – the probability that a newly 
arrived application will not be able to receive service due to the busy servers. Using models developed in the Any-
Logic environment, a number of results have been obtained for multiphase systems with heterogeneous servers with 
different input flow configurations and device intensities. To study the patterns of the effect of heterogeneity of serv-
ers on the overall performance of the system, the results obtained are compared with the results for classical systems 
with homogeneous servers. The analysis showed that under low load, a system with heterogeneous servers can be 
more efficient than a system with homogeneous servers. In addition, it has been found that the multiphase nature of 
the application service may enhance the effect of varying instrument speeds on the overall efficiency of the system. 
The research is relevant for a wide range of applied tasks related to the design and management of complex systems.
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Введение
В настоящее время модели систем мас-

сового обслуживания (СМО) находят широ-
кое применение в управлении процессами 
в телекоммуникациях, логистике, энерге-
тике и многих других секторах экономики. 

В контексте новой промышленной револю-
ции, известной как Индустрия 4.0, принци-
пы теории массового обслуживания также 
используются в управлении высокоавтома-
тизированными производствами (например, 
умными фабриками), большими данными, 
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интернетом вещей, в аддитивных техноло-
гиях, беспилотной авиации и т.д. 

Многие современные системы и про-
цессы, которые могут быть описаны в тер-
минах теории массового обслуживания, яв-
ляются многофазными [1, 2]. В системах 
такого типа каждое требование (заявка) 
последовательно проходит через несколько 
этапов (иначе  – фаз) обработки, при этом 
каждый из этапов может представлять со-
бой отдельную операцию или группу опера-
ций с одинаковой или различной скоростью 
обслуживания. Примером такой системы 
может служить производственный процесс, 
в котором изготовляемая продукция про-
ходит несколько стадий обработки. В на-
стоящее время классические многофазные 
системы достаточно хорошо исследованы, 
системам такого типа посвящено немало на-
учных работ отечественных и зарубежных 
авторов, например [3, 4]. 

Кроме многофазности, часто реальные 
системы характеризуются различной про-
изводительностью приборов (каналов, об-
служивающих устройств) [5–7]. Неодина-
ковая скорость работы устройств позволя-
ет учесть различия в сложности операций, 
сбалансировать нагрузку на систему и, со-
ответственно, избежать перегрузки отдель-
ных этапов. К примеру, на предприятиях, 
оснащенных роботизированными линиями, 
системы такого типа позволяют оптимально 
минимизировать время простоя оборудова-
ния. В сфере телекоммуникаций такие СМО 
дают возможность оперативно реагировать 
на изменение трафика и предотвращать 
перегрузки системы. В условиях дина-
мично меняющейся среды, характерной 
для настоящего времени, системы массо-
вого обслуживания с приборами различной 
производительности обеспечивают боль-
шую гибкость и управляемость, что делает 
их особенно актуальными [8]. Кроме того, 
при эффективном управлении потоками 
требований системы такого типа могут обе-
спечивать большую производительность 
по сравнению с классическими системами 
с однотипными приборами [9, 10].

Многофазные СМО с приборами раз-
личной производительности встречаются 
в различных сферах, где процессы обслу-
живания делятся на несколько последо-
вательных этапов, выполняемых с разной 
скоростью. Примером такой системы может 
служить производственная роботизирован-
ная линия на заводе, где товары проходят 
стадии подготовки сырья, основного произ-
водства и контроля качества, причем каждое 
оборудование работает с разной скоростью. 

Несмотря на имеющиеся работы, пред-
метом исследования которых являются си-

стемы такого типа [11, 12], некоторые во-
просы эффективного управления потоками 
в них в настоящее время исследованы весьма 
неполно. В частности, автору неизвестны ра-
боты, связанные с исследованием областей 
параметров, при которых системы с прибо-
рами различной производительности могут 
быть эффективнее классических СМО.

В рамках настоящей работы предпри-
нята попытка изучения некоторых функци-
ональных особенностей и закономерностей 
поведения многофазных СМО с приборами 
различной производительности. Целью 
работы является исследование влияния не-
однородности приборов на функциональ-
ные характеристики многофазной системы 
массового обслуживания.

Материалы и методы исследования
Рассмотрим k-фазную систему массово-

го обслуживания, на вход которой поступа-
ет пуассоновский поток заявок интенсивно-
сти λ, λ > 0. Система состоит из n, n > 0  
устройств, их количество на всех фазах об-
служивания одинаково. Интенсивности 
приборов равны соответственно μ1,…,μn, 
при этом μ1,…,μn > 0. 

Примем, что система такого типа обла-
дает приборами одинаковой производитель-
ности, если
 1 /0 n k< = … =µ µ , …, 

1
0 n nn

k
− +

< = … =µ µ . 

Иными словами, будем считать, что  
СМО обладает каналами одинаковой произ-
водительности, если их интенсивности рав-
ны в каждой из фаз обслуживания. При этом 
суммарная производительность приборов 
каждой из фаз может быть различной. В си-
стемах с приборами различной производи-
тельности будем считать что 

1 /0 n k< < …<µ µ , …, 
1

0 n nn
k

− +
< < …<µ µ , 

то есть в каждой из фаз обслуживания при-
боры отсортированы по величине произво-
дительности, причем суммарная интенсив-
ность приборов в каждой из фаз также мо-
жет быть различной. 

Поступающее в систему требование по-
следовательно проходит через несколько 
фаз обслуживания, при этом, если требо-
вание уже завершило обработку на одной 
из них, а все каналы в следующей фазе за-
няты, данная заявка остается на приборе, 
временно блокируя его работу.

В качестве простейшего примера рас-
смотрим 2-фазную систему массового об-
служивания без функции накопления оче-
реди, состоящую из 4 приборов. На вход 
системы поступает пуассоновский поток за-
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явок интенсивности λ, λ > 0. Интенсивности 
приборов равны соответственно μ1,…,μ4, 
μ1,…,μ4 > 0 (если производительности при-
боров различны, полагаем, что 0 <  μ1 < μ2, 
0 <  μ3 < μ4). 

Для управления потоками в системах 
с разнородными приборами используются 
различные алгоритмы распределения зая-
вок, для систем с отказами наиболее эффек-
тивным среди которых является направле-
ние поступающих требований на свободный 
канал наибольшей производительности [9]. 
С учетом этого в рамках настоящей работы 
при проведении вычислительных экспери-
ментов используется данный алгоритм.

В рамках серии вычислительных экспе-
риментов проведен сравнительный анализ 
показателей эффективности многофазной 
системы, обладающей каналами одинако-
вой производительности в каждой из фаз 
(μ1 = μ2 = 5; μ3 = μ4 = 4), и систем с каналами 
различной производительности при различ-
ных соотношениях интенсивностей при-
боров – от незначительной разницы между 
ними (μ1 = 4,5, μ2 = 5,5; μ3 = 3,5, μ4 = 4,5) до  
весьма существенной (μ1 = 1, μ2 = 9; μ3 = 0,5, 
μ4 = 7,5). Выбор значений интенсивностей 
для разнородных приборов осуществлялся 
таким образом, чтобы суммарная произ-
водительность системы оставалась посто-
янной. Данные значения в совокупности 
с различными вариациями входного потока 
λ позволяют без привязки к определенной 
реальной системе исследовать общие зако-
номерности функционирования СМО тако-
го типа в широком диапазоне нагрузки 

1

 n
kk=

=
∑



λγ
µ

, 

как в условиях небольшого напряжения, так 
и при перегрузке [9]. Такой подход помогает 
объективно сравнивать показатели систем 
и выявлять узкие места.

В качестве показателей эффективности 
рассматриваются p0  – вероятность того, 
что ни один из каналов обслуживания в си-
стеме не занят, то есть система находится 
в состоянии покоя, и pотк  – вероятность 
того, что вновь прибывшая заявка не смо-
жет получить обслуживание из-за занято-
сти всех каналов. Эти показатели важны 
для оценки эффективности работы СМО, 
так как они отражают баланс между ее спо-
собностью обрабатывать входящие заявки 
и уровнем загрузки каналов. 

Суммарная производительность кана-
лов во всех рассматриваемых системах рав-
на μ1 + μ2 + μ3 + μ4 = 18. 

Параметры исследуемых моделей пред-
ставлены в таблице 1.

Для проведения вычислительных экспе-
риментов используется программный ком-
плекс AnyLogic [13–15]. Данная среда яв-
ляется достаточно эффективным и удобным 
инструментом для моделирования и анализа 
различных типов СМО, включая многофаз-
ные системы. Стандартные блоки AnyLogic 
позволяют легко настраивать параметры 
разработанных моделей, такие как интен-
сивность поступления заявок, производи-
тельность каналов и иное, что упрощает те-
стирование различных сценариев и оценку 
эффективности систем. 

Модель 2-фазной системы представлена 
на рисунке. В данной модели блоки delay 
и delay1 имеют роль первой фазы обслужи-
вания, delay2 и delay3 – второй фазы. Пото-
ки требований распределяются через блоки 
selectOutput – selectOutput3. 

Таблица 1
Параметры исследуемых моделей

μ1 μ2 μ3 μ4

Приборы одинаковой
производительности СМО-0 5 5 4 4

Приборы различной
производительности

СМО-1 4,5 5,5 3,5 4,5
СМО-2 4 6 3 5
СМО-3 3,5 6,5 2,5 5,5
СМО-4 3 7 2 6
СМО-5 2,5 7,5 1,5 6,5
СМО-6 2 8 1 7
СМО-7 1,5 8,5 0,5 7,5
СМО-8 1 9 0,5 7,5

Примечание: составлено автором.
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Имитационная модель 2-фазной СМО  
Источник: составлено автором

Результаты исследования  
и их обсуждение

В таблице 2 представлены результаты 
серии вычислительных экспериментов: об-
ласти эффективности 2-фазной системы 
с приборами различной производительно-
сти по показателю p0. Значения в ячейках та-
блицы равны p02 – p01 (p02 и p01– вероятности 
отсутствия заявок в многофазной СМО с ка-
налами одинаковой и различной производи-
тельности соответственно). Таким образом, 
положительные значения в ячейках табли-
цы указывают на то, что при данных пара-
метрах нагрузки на систему и соответству-
ющих соотношениях в производительности 
обслуживающих устройств (от незначи-
тельной разницы между ними при «СМО-1» 
и до значимой при «СМО-8») многофазная 

система с приборами различной произво-
дительности является более эффективной, 
чем система с приборами одинаковой про-
изводительности. Отрицательные значе-
ния представляют собой разницу между 
вероятностями для различных конфигура-
ций СМО, а не сами вероятности. Таким об-
разом, отрицательные значения демонстри-
руют относительную эффективность одной 
системы по отношению к другой.

Анализ таблицы 2 позволяет выявить 
некоторые особенности поведения много-
фазных СМО с приборами различной про-
изводительности. Основной вывод заключа-
ется в том, что при соблюдении некоторых 
условий такие системы могут демонстри-
ровать преимущества перед классическими 
системами с однородными каналами.

Таблица 2
Области эффективности СМО по показателю p0

λ СМО-1 СМО-2 СМО-3 СМО-4 СМО-5 СМО-6 СМО-7 СМО-8
1 0,012 0,022 0,031 0,035 0,037 0,034 0,021 0,004
3 0,012 0,021 0,024 0,019 0,006 -0,026 -0,069 -0,117
5 0,01 0,012 0,014 0,01 -0,009 -0,035 -0,075 -0,104
7 0,004 0,005 0,006 -0,006 -0,011 -0,032 -0,052 -0,077
9 0,003 -0,001 0,003 -0,004 -0,013 -0,028 -0,042 -0,059
11 0,003 0 0 -0,005 -0,012 -0,02 -0,031 -0,045
13 0,003 0 -0,001 -0,006 -0,009 -0,018 -0,024 -0,035
15 0,001 0 -0,001 -0,002 -0,006 -0,01 -0,019 -0,025

Примечание: составлено автором.
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Таблица 3
Области эффективности СМО по показателю pотк

λ СМО-1 СМО-2 СМО-3 СМО-4 СМО-5 СМО-6 СМО-7 СМО-8
1 0,001 0,002 0,003 0,003 0,003 0,002 -0,002 -0,004
3 0,001 0,003 0,002 -0,004 -0,013 -0,03 -0,062 -0,073
5 0,001 0 0,002 -0,004 -0,022 -0,047 -0,084 -0,096
7 -0,001 -0,003 -0,002 -0,017 -0,03 -0,053 -0,076 -0,093
9 -0,001 -0,008 -0,005 -0,016 -0,028 -0,052 -0,074 -0,09
11 0,001 -0,008 -0,009 -0,019 -0,032 -0,047 -0,071 -0,082
13 0,001 0 -0,009 -0,016 -0,025 -0,045 -0,061 -0,072
15 -0,001 -0,006 -0,007 -0,014 -0,026 -0,037 -0,058 -0,067

Примечание: составлено автором.

При низкой нагрузке (λ < 5) системы 
с приборами различной производительно-
сти в основном показывают лучший резуль-
тат по сравнению с однородными система-
ми. Эта тенденция наиболее ярко проявля-
ется при значениях интенсивностей прибо-
ров в «СМО-2» – «СМО-6» (См. параметры 
в таблице 1). По мере увеличения загрузки 
эффективность систем такого типа начинает 
снижаться, причем быстрее всего это про-
исходит в системах «СМО-7»  – «СМО-8». 
Однако даже в этих условиях система с ма-
лой неоднородностью приборов «СМО-1» 
продолжает показывать небольшие преиму-
щества. Данное обстоятельство позволяет 
сделать вывод о том, что системы с малыми 
различиями в производительности оста-
ются устойчивее к увеличению нагрузки. 
При высокой загрузке почти все многофаз-
ные системы с приборами различной про-
изводительности теряют свою эффектив-
ность, демонстрируя худшие результаты 
по сравнению с однородными системами.

Также обращает на себя внимание то, что  
характер распределения представленных 
областей эффективности во многом совпа-
дает с распределением областей эффектив-
ности классических однофазных СМО, рас-
смотренных ранее, например в [8]. 

В таблице 3 представлены области эф-
фективности многофазной СМО по по-
казателю pотк. Значения в ячейках данной 
таблицы равны pотк1  – pотк2  (pотк1 и pотк2  – 
вероятность того, что вновь прибывшая 
заявка не сможет получить обслуживание 
из-за занятости всех каналов в СМО с ка-
налами одинаковой и различной производи-
тельности соответственно). 

По данным таблицы 3, при интенсив-
ности входного потока λ = 1 по показателю 
p0 многофазная система с неэквивалентны-
ми каналами эффективнее своего классиче-

ского аналога на 0,035, в то же время по по-
казателю pотк при тех же исходных параме-
трах система с неэквивалентным каналами 
опережает систему с каналами одинаковой 
производительности на 0,003. Данное зна-
чение находится в пределах погрешности 
средств имитационного моделирования. 
При этом области эффективности систем 
с приборами различной производительно-
сти практически идентичны для обоих ис-
следуемых показателей. Несмотря на незна-
чительную разницу в показателях pотк, дан-
ное обстоятельство должно приниматься 
во внимание при проектировании или моде-
лировании СМО.

Выводы
Неоднородность приборов оказывает 

существенное влияние на функциональ-
ные характеристики многофазных систем 
массового обслуживания. На основе про-
веденных вычислительных экспериментов 
с использованием программного комплек-
са AnyLogic установлено, что многофаз-
ные СМО с неоднородными приборами 
способны обеспечивать более высокую про-
изводительность по сравнению с класси-
ческими системами. Наиболее выраженно 
это проявляется при низкой загрузке систе-
мы и относительно небольших различиях 
в производительности каналов. Это связа-
но, в первую очередь, с гибкостью распре-
деления требований между обслуживаю-
щими устройствами. Кроме того, выявлено, 
что многофазный характер обслуживания 
заявок дополнительно усиливает влияние 
неоднородности приборов на общую произ-
водительность системы.

Результаты работы могут найти прак-
тическое применение в сфере телекомму-
никаций, промышленности и логистики, 
способствуя созданию более эффективных 
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моделей обслуживания. Использование 
данных выводов может развить потенциал 
для повышения конкурентоспособности 
предприятий и организаций, внедряющих 
передовые технологии управления процес-
сами массового обслуживания.

Данные результаты хорошо согласу-
ются с выводами, ранее полученными 
для однофазных систем, что подтвержда-
ет универсальность выявленных принци-
пов. Это создает основу для продолже-
ния исследований в данном направлении. 
Для дальнейшего развития темы видится 
возможным расширить область исследова-
ний, включив в нее модели с большим ко-
личеством фаз и каналов, а также постро-
ить соответствующие решающие правила 
для увеличения пропускной способности 
систем такого типа.
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