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ПРИ ПОСТРОЕНИИ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ  

С ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ ФУНКЦИЕЙ ПОЛ
Базилевский М.П.

ФГБОУ ВО «Иркутский государственный университет путей сообщения»,  
Иркутск, e-mail: mik2178@yandex.ru

Статья посвящена проблеме оценки с помощью метода наименьших модулей неизвестных параметров 
регрессионных моделей с целочисленной функцией пол. Исследуется ситуация, когда зависимая переменная 
носит категориальный характер. Для включения в регрессионную модель категориальной переменной пред-
варительно проводится ее маркировка (кодирование), состоящая в присвоении каждой категории уникального 
целого значения. Цель данной работы состоит в формализации в терминах аппарата частично целочисленного 
линейного программирования задачи идентификации не только неизвестных параметров регрессионной мо-
дели с целочисленной функцией пол, но и оптимальных маркеров категорий зависимой переменной. На при-
мере решения задачи классификации семи видов животных доказана корректность разработанного матема-
тического аппарата. При этом сначала продемонстрировано, что при случайной маркировке категориальной 
переменной качество регрессии существенно меняется. Затем предложенным способом найдена оптимальная 
маркировка категорий зависимой переменной. Полученная модель, по которой было неверно классифициро-
вано только 12 животных из 101, превзошла по качеству все построенные автором регрессии. Предложенный 
способ оценки параметров регрессионных моделей с автоматической идентификацией маркеров зависимой 
категориальной переменной может успешно применяться при решении задач классификации.
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The article is devoted to the problem of estimating using the least absolute deviations method of unknown 
parameters in regression models with integer floor function. The situation under investigation is when the dependent 
variable is categorical, and to include a categorical variable in a regression model, it must be preliminarily coded, 
which consists of assigning a unique integer value to each category. The purpose of this study is to formalize, in 
terms of mixed integer linear programming, the problem of finding not only the unknown parameters of a regression 
model with integer floor function, but also the optimal markers for the categories of the dependent variables. Using 
the example of solving a problem of classifying seven types of animals, we prove the correctness of our mathematical 
approach. At the same time, we demonstrate that with random coding of a categorical variables, the quality of the 
regression changes significantly. Then, using the proposed method, optimal marking of categories of the dependent 
variable was found. The resulting model, according to which only 12 out of 101 animals were incorrectly classified, 
surpassed all regressions constructed by the author in quality. The proposed method for estimating parameters of 
regression models with automatic identification of markers for a dependent categorical variable can successfully be 
applied in solving classification problems.
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Введение
При обработке статистических дан-

ных на практике довольно часто возникает 
ситуация, когда исследуемая переменная 
носит категориальный или качественный 
характер [1; 2]. Например, к категориаль-
ной переменной [3] относится «пол чело-
века», «группа крови», «тип заболевания», 
«страна», «политическая партия» и т.д. 
Для включения таких категориальных пере-
менных в регрессионную модель их пред-
варительно маркируют (кодируют), то есть 

присваивают каждой категории уникальное 
целое значение. Если порядок категории 
важен, то переменную называют порядко-
вой, а если нет – номинальной. Существует 
множество методов кодирования категори-
альных переменных (например, [4–6]). Так, 
в работе Д.В. Новиковой сравнивается эф-
фективность следующих методов: поряд-
ковое, горячее, бинарное, восьмеричное, 
частотное и целевое кодирование, а также 
кодирование Стейна, Гельмерта и метод об-
ратной разницы [6].
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Аппарат математического программиро-
вания уже много десятилетий используется 
в рамках регрессионного анализа. Основой 
для этого послужила работа Х.М. Вагнера, 
в которой задача оценки неизвестных па-
раметров линейной регрессии с помощью 
метода наименьших модулей (МНМ) была 
сведена к задаче линейного программи-
рования [7]. К настоящему времени в ре-
грессионном анализе появилось несколько 
новых разновидностей регрессионных мо-
делей, оценка параметров которых с по-
мощью МНМ предполагает решение задач 
частично булевого линейного программи-
рования (ЧБЛП). Сегодня эффективность 
решателей таких задач, как отмечено в ра-
боте Т. Коха, Т. Бертхолда, Я. Педерсена 
и Ч. Ванарета, заметно повысилась [8]. 
Так, в работе С.И. Носкова задача оценки 
параметров производственной функции 
Леонтьева с помощью МНМ сведена к зада-
че ЧБЛП [9, с. 120–121]. В статье [10] вве-
дены модульные регрессии, которые по-
служили фундаментом для разработки их 
многослойного аналога [11] и «широкой» 
модульной регрессии [12]. В работе [13] 
автором описана задача оценки параметров 
регрессионных моделей с целочисленны-
ми функциями пол и потолок с примене-
нием аппарата частично целочисленного 
линейного программирования (ЧЦЛП). Та-
кие модели целесообразно строить, когда 
зависимая переменная принимает целые 
значения. Следовательно, такие регрессии 
отлично подходят для ситуаций, когда за-
висимая переменная носит категориаль-
ный характер. Проблема состоит в том, ка-
ким образом следует маркировать зависи-
мую переменную, чтобы качество регрес-
сии с выбранной целочисленной функцией 
было наилучшим.

Цель исследования состоит в форма-
лизации задачи ЧЦЛП для идентификации 
с помощью МНМ параметров регрессион-
ной модели с целочисленной функцией пол 
с одновременной маркировкой значений за-
висимой переменной.

Материалы и методы исследования
Для оценки параметров регрессионных 

моделей применяется МНМ, реализуемый 
в виде задачи линейного программирова-
ния. Интеграция функции пол в эту зада-
чу производится с помощью целочислен-
ных переменных.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Пусть исследуется влияние l объясняю-
щих (независимых) переменных x1, x2, …, xl 
на объясняемую (зависимую) переменную y.  

Предположим, что объясняющие перемен-
ные имеют значения xij, 1,i n= , 1,j l= , где 
n – объем выборки. 

Допустим, что зависимая переменная y 
имеет категориальный характер. 

Будем считать, что число категорий 
равно p. Тогда значения переменной y мож-
но промаркировать, например, следующим 
образом: 
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где Ik – множество номеров наблюдений, 
относящихся к k-й категории. Очевидно, 
что справедливы следующие соотношения 
между этими множествами:

k qI I∩ = ∅ ,   , 1,k q p= ,   k ≠ q,

{ }1 2 ... 1,2,3,...,pI I I n∪ ∪ ∪ = .
Выражение (1) означает, что маркером 

для первой категории переменной y высту-
пает целое число 1, маркером для второй ка-
тегории – целое число 2, и т.д. Тогда для ис-
следования зависимости y от x1, x2, …, xl це-
лесообразно использовать предложенную 
в [13] регрессионную модель с целочислен-
ной функцией пол:
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∑α α ε , 1,i n= ,    (2)

где α0, α1, …, αl – неизвестные параметры; 
εi, 1,i n=  – ошибки регрессии; скобками 
    обозначена рассмотренная в работе 
Р. Грэхема, Д. Кнута и О. Паташника цело-
численная функция пол, которая округляет 
заключенное в них значение до ближайшего 
целого числа в меньшую сторону [14, с. 88]. 
Например, 5,91 5=   .

Модель (2) относится к классу нелиней-
ных регрессий. Для оценки ее неизвестных 
параметров с помощью МНМ требуется ре-
шить задачу:

 0
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n l

i j ij
i j
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− + → 

 
∑ ∑α α . (3)

В работе автора [13] показано, что реше-
ние задачи (3) сводится к решению задачи 
ЧЦЛП. Учитывая, что зависимая перемен-
ная по правилу (1) принимает ограничен-
ное множество значений, такая задача будет 
иметь следующий вид:
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 ui ≥ 0, vi ≥ 0, 1,i n= ,  (9)

где Z – множество целых чисел; если ошиб-
ка регрессии в i-м наблюдении положитель-
на, то ее модуль численно равен значению 
переменной ui, а если отрицательна, то зна-
чению переменной vi, причем, ui ∙ vi = 0  
для любого i; θi – предсказанный по модели 
маркер (категория) зависимой переменной 
в i-м наблюдении; Δ – выбранное исследова-
телем близкое к нулю положительное число.

Задача ЧЦЛП (4)–(9) подходит для мо-
делирования порядковой категориальной 
зависимой переменной y, маркировка ко-
торой производится по правилу (1). Напри-
мер, как отмечено в работе С. Баладрам, 
такой порядковой переменной может слу-
жить «температура», принимающая значе-
ния «очень низкая», «низкая», «высокая» 
и «очень высокая» [3]. Отметим, что в таком 
случае маркировать значения зависимой пе-
ременной y можно не только целыми числа-
ми в диапазоне от 1 до p, но и в любом диа-
пазоне от (1+k) до (p+k), где k – целое число. 
Действительно, пусть задача (4)–(9), в кото-
рой переменная y закодирована по правилу 
(1), имеет оптимальное решение *

i i=θ θ , 
*

i iu u= , *
i iv v= , 1,i n= , *

j j=α α , 0,j l= . 
Промаркируем теперь зависимую перемен-
ную y по правилу
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И рассмотрим задачу (4)–(9), в кото-
рой линейные ограничения (7) заменены 
на двойные неравенства 1 ik p k+ ≤ ≤ +θ , 

1,i n= . Очевидно, что эта задача бу-
дет иметь оптимальное решение *

i i=θ θ , 
*

i iu u= , *
i iv v= , 1,i n= , *

j j=α α , 1,j l= , 
*

0 0 k= +α α . Таким образом, при маркиров-
ке зависимой переменной y по правилу (10) 
для любого k оптимальные значения всех 
параметров, кроме α0, сохраняются.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда ка-
тегориальная зависимая переменная y носит 
номинальный характер. Такой переменной 
может служить, например, «прогноз пого-
ды», категории которой «солнечно», «пас-
мурно» и «дождливо» [3]. Порядок мар-
кировки этих категорий не важен. Иными 
словами, категории «солнечно» можно при-
своить число 1, «пасмурно» – 2, «дождли-
во» – 3. Либо категории «солнечно» можно 
поставить в соответствие число 2, «пас-
мурно» – 3, «дождливо» – 1. Естественно, 
что выбранное правило маркировки значе-
ний зависимой переменной y будет влиять 
на решение задачи (4)–(9). Это доказывает-
ся на примере в следующем разделе статьи.

Возникает задача выбора оптимальной 
маркировки значений зависимой перемен-
ной y наряду с идентификацией неизвест-
ных параметров регрессионной модели (2) 
с помощью МНМ. Введем следующее пра-
вило маркировки значений категориальной 
переменной y:

 

1 1

2 2

, если ,
, если ,

...
, если ,

i

p p

z i I
z i I

y

z i I

∈
 ∈= 

 ∈

1,  если для -й категории маркер ,
0,  в противном случае.

q
qk

q z k
σ

=
= 


 

  (11)

где z1, z2, …, zp – маркеры каждой категории 
переменной y, принимающие целые и от-
личные друг от друга значения из диапазона 
от 1 до p.

Введем булевы переменные σqk, 1,q p=
, 1,k p=  по следующему правилу:
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В задачу математического программи-
рования ограничения на булевы перемен-
ные интегрируются в виде

 {0,1}qk ∈σ ,   , 1,q k p= . (12)

Тогда выбор маркера для первой кате-
гории реализуется через следующее линей-
ное ограничение:

11 12 13 1 11 2 3 ... pp z+ + + + =σ σ σ σ .

Если в этом ограничении, например, 
σ13 = 1, а все оставшиеся булевы переменные 
равны 0, то маркер z1 принимает значение 3. 
В общем виде все маркеры zp, 1,q p=  свя-
заны с булевыми переменными равенствами
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Для обеспечения выбора только одного 
маркера для каждой категории требуется 
ввести ограничения

 
1

1
p

qk
k=

=∑σ ,   1,q p= ,  (14)

а для обеспечения различия маркеров из  
разных категорий – ограничения
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1
p

qk
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=∑σ ,   1,k p= .  (15)

Вместо фиксированных значений мар-
керов yi в (5) с учетом правила (11) исполь-
зуем переменные zq:

 q i i iz u v= + −θ ,   1,q p= ,   qi I∈ . (16)

Тогда решение задачи ЧЦЛП с целевой 
функцией (4) и с линейными ограничениями 
(6)–(9), (12)–(16) дает оптимальные по МНМ 
значения параметров θi, ui, vi, 1,i n= , αj, 

0,j l= , σqk, , 1,q k p= , zq, 1,q p= .
Для проведения вычислительных экс-

периментов была использована известная 
выборка данных, содержащая информацию 
о биологических видах животных [15]. Объ-
ем выборки составляет 101 наблюдение. За-
висимая переменная y является категори-
альной и выражает категорию (класс, тип) 
животного. Всего представлено 7 категорий. 
К первой относится 41 вид (медведь, слон, 
жираф, заяц, волк и пр.). Ко второй – 20 ви-
дов (курица, утка, страус и пр.). К третьей – 
5 видов (морская змея, черепаха и пр.). 
К четвертой – 13 видов (окунь, карп, щука, 
пиранья и пр.). К пятой – 3 вида (лягушка, 
тритон и жаба). К шестой – 8 видов (ко-
мар, пчела, муха и пр.). К седьмой – 10 ви-
дов (краб, рак, осьминог, скорпион и пр.). 
По умолчанию каждой категории был при-
своен соответствующий ей номер, то есть 
zq = q, 1,7q = . Категория животного пред-
сказывается 15 бинарными переменными: 
x1 – волосы; x2 – перья, x3 – яйца, x4 – молоко, 
x5 – воздушное, x6 – водное, x7 – хищник, x8 – 
зубастое, x9 – позвоночник, x10 – дышащее, 
x11 – ядовитое, x12 – плавники, x14 – хвост, 
x15 – домашнее, x16 – кошачий. И одна объяс-
няющая переменная x13 – число лап, которая 
принимает целые значения 0, 2, 4, 5, 6 и 8.

Предварительно общий список 
из 16 объясняющих переменных был со-
кращен до 3 наиболее сильно влияющих 
на y переменных – x4, x9 и x10. Для их выбора 
применен метод последовательного исклю-
чения, алгоритм которого встроен в пакет 
Gretl, с использованием двухстороннего 
p-значения 0,01. Построенная по этим пере-

менным с помощью МНМ линейная регрес-
сия имеет уравнение

 4 9 108 4 2y x x x= − − − . (17)

Для модели (17) сумма модулей ошибок 
(SAE) составила 27.

Построенная модель (2) с целочислен-
ной функцией пол имеет вид

4 9 107,999 3,001 1,999y x x x= − − −   . (18)

Для регрессии (18) SAE = 20, то есть ее 
качество выше, чем у модели множествен-
ной линейной регрессии (17).

Сначала маркировка категориальной 
переменной y проводилась вручную. В пер-
вый раз категориям случайно были присво-
ены маркеры z1 = 3, z2 = 6, z3 = 1, z4 = 7, z5 = 2, 
z6 = 5, z7 = 4. Решение задачи ЧЦЛП (4)–(9) 
позволило идентифицировать модель

4 9 104,999 3 2,999 0,999y x x x= − + −   , (19)

для которой SAE = 50.
Во второй раз категориям случайно 

были присвоены значения z1 = 1, z2 = 5, z3 = 4, 
z4 = 7, z5 = 6, z6 = 2, z7 = 3. В результате была 
построена модель

4 9 103,999 4 3,999 1,999y x x x= − + −   ,(20)

для которой SAE = 14.
Как видно, при разной маркировке кате-

гориальной переменной качество регресси-
онной модели (2) меняется. Так, регрессия 
(19) оказалась хуже модели (18) с кодами 
категорий по умолчанию, а регрессия (20) 
лучше, чем (18).

После чего решалась задача ЧЦЛП (4), 
(6)–(9), (12)–(16). В ограничениях (6) чис-
ло Δ = 0,0001. В результате была построена 
модель

4 9 102,999 3 3,999 1,999y x x x= + + −   , (21)

для которой SAE = 12. При этом оптималь-
ные маркеры категорий переменной y ока-
зались следующими: z1 = 7, z2 = 4, z3 = 5, 
z4 = 6, z5 = 3, z6 = 1, z7 = 2. Как видно, модель 
(21) превосходит по качеству все построен-
ные регрессии (17)–(20). Значение SAE = 
12 означает, что только в 12 наблюдениях 
из 101 тип животного был классифициро-
ван неверно. Это наблюдения под номерами 
26, 27, 53, 63, 73, 77, 81, 82, 90, 91, 92 и 100.

Заключение
В результате проведенных исследований 

задача одновременной идентификации с по-
мощью МНМ и маркеров категориальной 
переменной y, и параметров регрессионной 
модели с целочисленной функцией пол све-
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дена к задаче ЧЦЛП. На примере решения 
задачи классификации видов животных до-
казана корректность разработанного мате-
матического аппарата. Построенная пред-
ложенным способом регрессионная модель 
превзошла по качеству регрессии, оценен-
ные по известным алгоритмам. В дальней-
шем планируется использовать полученные 
результаты для модернизации метода оцен-
ки списочных регрессионных моделей.
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