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Разработана и исследована математическая модель для расчета положения Солнца относительно 
поверхности солнечных панелей с целью применения в системах автоматического позиционирования 
(трекерах). На основе математического моделирования в среде Mathcad разработана программа, рас-
считывающая изменение склонения и азимута солнечных лучей в течение суток и года в зависимости 
от даты и географической широты (на примере г. Оренбурга). Проведен расчет и сравнение с контроль-
ными данными ключевых параметров: времени зенита, восхода, заката и соответствующих азимутов. 
Базовая геометрическая модель показала удовлетворительную для задач позиционирования солнечных 
батарей точность, выявлен источник систематической погрешности  – эксцентриситет орбиты Земли. 
Далее были учтены изменения орбитальной скорости планеты, что позволило значительно снизить вре-
менную погрешность и усовершенствовать модель. Представлена блок-схема алгоритма работы микро-
контроллерной системы управления (практически реализованной на базе контроллера STM и введенной 
в эксплуатацию) солнечным трекером, демонстрирующая практическую применимость проведенных 
расчетов. Основной математический аппарат основан на использовании кватернионов для описания 
вращений. Результаты работы показывают, что представленные разработки пригодны для высокоточно-
го позиционирования энергетических установок.
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A mathematical model for calculating the sun’s position relative to the surface of solar panels was developed 
and tested for use in automatic positioning systems (trackers). Using mathematical modeling in Mathcad, a program 
was developed that calculates changes in the declination and azimuth of the sun’s rays over the course of a day and 
year, depending on the date and latitude (using the city of Orenburg as an example). Calculations were performed 
and compared with reference data for key parameters: zenith time, sunrise, sunset, and corresponding azimuths. 
The basic geometric model demonstrated satisfactory accuracy for solar panel positioning tasks, and the source of 
systematic error—the eccentricity of Earth’s orbit–was identified. Changes in the planet’s orbital velocity were then 
taken into account, significantly reducing the time error and improving the model. A block diagram of the operating 
algorithm for a microcontroller control system (implemented using an STM controller and commissioned) for a solar 
tracker is presented, demonstrating the practical applicability of the calculations. The basic mathematical framework 
is based on the use of quaternions to describe rotations. The results of the study demonstrate that the presented 
developments are suitable for high-precision positioning of power plants.
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Введение
Эффективность преобразования сол-

нечной энергии в значительной степени 
зависит от точности ориентации фотоэлек-
трических панелей относительно Солнца 
в реальном времени [1–3]. Для обеспечения 
максимального энергосбора система управ-
ления должна рассчитывать и отслеживать 
изменяющееся положение Солнца, которое 
характеризуется двумя основными углами: 
склонением и азимутом [4–6].

Актуальность данной работы обуслов-
лена растущим распространением авто-
номных систем энергоснабжения, исполь-
зующих возобновляемые источники, и не-
обходимостью создания точных, надежных 
и реализуемых на практике алгоритмов 
для систем солнечного трекинга [7; 8].

Цель исследования  – разработка и  
определение возможности применения в  
микропроцессорных системах управления 
математической модели для расчета скло-
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нения и азимута солнечных лучей в зависи-
мости от географического положения, даты 
и времени суток.

В работе последовательно решаются 
следующие задачи:

– разработка математической модели на  
основе уравнений предыдущих исследова-
ний, для расчета положения Солнца без уче-
та эллиптичности орбиты Земли;

– проведение расчетов для конкретно-
го местоположения (г. Оренбург, Россий-
ская Федерация) и сравнение полученных 
результатов с контрольными данными для  
оценки точности базового алгоритма;

– анализ выявленных погрешностей и  
модификация модели с учетом эксцентри-
ситета земной орбиты, что позволяет учесть 
неравномерность орбитального движения 
Земли; 

– сравнительный анализ точности базо-
вой и усовершенствованной моделей.

Материалы и методы исследования
В данном исследовании используются 

методы математического моделирования 
положения Солнца с использованием тео-
рии кватернионов для описания вращений 
систем координат. 

Расчет ключевых событий (восход, зе-
нит, закат) выполнялся с применением чис-
ленных методов, реализованных в среде 
Mathcad. Для оценки точности разработан-

ных алгоритмов был проведен сравнитель-
ный анализ.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Программа в Mathcad для построения 
изменения склонения и азимута солнечных 
лучей в течение дня в зависимости от даты 
и географической широты представлена 
в виде табл. 1 (расчет на дату 1 января). Ре-
зультат расчета приведен на рис. 1. 

Расчет был произведен для г. Оренбурга 
(51°46ʹ21ʺ = 51,7725º с.ш.). Сдвиг времени 
dC = -1,3 ч.

В табл. 2 приведены рассчитанные угол 
склонения и время зенита Солнца по некото-
рым датам в течение года, а также азимуты 
и времена восхода и заката, там же приве-
дены и контрольные значения [11]. Принято 
определять время восхода и заката по мо-
менту, когда диск Солнца полностью скрыт 
за горизонтом, поэтому в уравнениях мате-
матической модели введено значение ви-
димого углового размера Солнца (позиции 
1 и 11 табл. 1). Существуют также другие 
алгоритмы расчета [12; 13], которые опре-
деляют время восхода и заката по выходу 
вектора, направленного на Солнце, из-за го-
ризонта. Они дают более поздние значения 
времени восхода и более ранние заката. 
Время в табл. 2 показано в формате ЧЧ:ММ, 
а углы – с точностью до угловой секунды. 

Рис. 1. Суточный график азимута (красная линия) и склонения  
(синяя пунктирная линия) солнечных лучей на 1 января 

Примечание: составлен авторами по результатам исследования
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Таблица 1 
Расчет склонения и азимута

№ Наименование Результат
1 Задание исходных данных

Широта, 0 – экватор (φ)
Дата (Date)
Месяц (Month)
Массив дней (M)
Угол наклона земной оси (∆)
Смещение дней (dD)
Кватернион луча в исходных 
координатах (L)
Угол суточного поворота угла (α(С))
День (d) [9; 10]
Видимый угловой размер Солнца

ORIGIN:= 0
φ:= 51,7725 deg
Date: = 1
Month: = 1
M:= (0 31 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334 365)
∆: = (23,437 · π) / 180
dD: = 10
L:= (0 -1 0 0)T

dC:= -1.3
α(С): = (C + dC – 12) ·15 · π/180
d:= 0,Month 1M Date = 1− +
λ = 32/60 = 0,533

2

Функция перемножения
(QxQ(q1, q2))

0 0 1 1 2 2 3 3

0 1 1 0 2 3 3 2
1 2

0 2 1 3 2 0 3 1

0 3 1 2 2 1 3 0

q1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2

q1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2
       QxQ(q ,q ) :  

q1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2

q1 q2 q1 q2 q1 q2 q1 q2

 ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
 

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ 
=  ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ 

 ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ 

Функция инверсии
(InvQ(q))

0

1

2

3

q
q

InvQ(q) :
q
q

 
 − =  −
  − 

Функция формирования кватернионов 
(Q(φ, x, y, z))

T

Q( , x, y, z) : cos  x sin  y  z
2 2 2 2

 −ϕ −ϕ −ϕ −ϕ       ϕ = ⋅ ⋅ ⋅        
        

3
Угол поворота земной оси (η(С))

2 C(C) d dD
365,2425 24

⋅ π  η := ⋅ + + 
 

4 Кватернион наклона земной оси (q1(C)) ( )q1(C): = Q , 1 sin( (C)), 1 cos( (C)),0⋅ ∆ − ⋅ η − ⋅ η
5 Кватернион дневного поворота (q2(C)) ( )q2(C): = Q (C),  0, 0,  1⋅ α

6 Кватернион географической широты (q3) ( )q3(C): = Q , 0,  1,  0⋅ −ϕ
7 Общий кватернион (qqq(C)) ( )3 2 1qqq(C): = QxQ q , QxQ(q (C),  q (C))
8 Поворот вектора солнечных лучей (L2(C)) ( )L2(C) QxQ qqq(C), QxQ(L,  InvQ(qqq(C))):=

9
Склонение (β(С)) ( )1

180(C) a sin L2(C)β := −
π

10

Азимут (γ1(С), γ(С)) 

2

3

L2(C)1801(C) 180 + atan
L2(C)

 
γ :=  

π  
1(C) if 90< 1(C) < 270

(C):= 1(C) 180 if  1(C) > 180 C 11 dC
1(C) 180 if  1(C) < 180 C > 13 dC 

γ γ
γ γ − γ ∧ < −

γ + γ ∧ −

11 1. В зените:
– время
– склонение, град
2. Восход:
– время
– азимут, град
3. Закат:
– восход
– закат

C:= 12 Given 0 ≤ C ≤ 24
Maximize(β,C) = 13,368
β(Maximize(β,C)) = 15,279
Cс:= 7 a1:= root(β(Cc)+λ, Cc)
a1: = 9,461
γ(a1) = 128,22
Cс:= 15 a2:= root(β(Cc)+λ, Cc)
a2 = 17,275
γ(a2) = 231,832

Примечание: составлена авторами на основе полученных данных в ходе исследования.
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Рис. 2. Графики изменения времени зенита, восхода и заката  
(пунктирной линией приведены контрольные значения) в течение года 

Примечание: составлен авторами по результатам исследования

Таблица 3 
Расчет склонения и азимута с учетом эксцентриситета

№ Наименование Результат
1 Звездный период вращения Земли Тз_с:= 23,93447 ч
2 Продолжительность года в звездных сутках Тз_г:= 366,2422
3 Сдвиг суток для расчета перигелия (3 января) dE:= 2
4

Средняя аномалия [15, с. 49–50]
3_ 3_C

2Mm(t):= (t dE 24)
T TΓ

π
⋅ − ⋅

⋅

5 Эксцентриситет ee:= 0,0167
6

Эксцентрическая аномалия [16, с. 97–103]
s Mm(t)

E(t):= for i  1..3
s Mm(t) ee sin(s)

←
∈

← + ⋅

7
Истинная аномалия

1 ee E(t)Q(t):= 2atan tan
1 ee 2

 +  ⋅   −   
8 Угол суточного поворота угла с учетом эксцентриситета dC:= -1,417
9 Параметры:

1. В зените:
– время,
– склонение, град.
2. Восход:
– время,
– азимут, град.
3. Закат:
– восход,
– закат

C:= 12 Given 0 ≤ C ≤ 24
Maximize(β,C) = 13,391
β(Maximize(β,C)) = 15,279
Cс:= 7 a1:= root(β(Cc)+λ, Cc)
a1: = 9,473
γ(a1) = 128,22
Cс:= 15 a2:= root(β(Cc)+λ, Cc)
a2 = 17,309
γ(a2) = 231,832

Примечание: составлена авторами на основе полученных данных в ходе исследования.
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Рис. 3. Графики изменения времени зенита, восхода и заката  
(пунктирной линией приведены контрольные значения)  

в течение года с учетом эксцентриситета 
Примечание: составлен авторами по результатам исследования

На рис. 2 приведены графики этих зна-
чений (пунктирной линией – контрольные 
значения). Максимальная погрешность 
по склонению в зените не превышает 1º, 
по азимутам восхода и заката  – 1º42ʺ се-
кунды. По времени погрешность не превы-
шает 13 мин для восхода и заката и 8 мин 
для зенита. Значения с максимальной по-
грешностью выделены в таблице 2. Дан-
ная погрешность вполне удовлетвори-
тельна, если использовать этот алгоритм 
для автоматического позиционирования 
солнечной батареи относительно Солн-
ца. Если же необходимо позиционировать 
зеркала гелиостанции, то точность рас-
чета отраженного солнечного луча может 
быть недостаточной.

Анализ графиков на рис. 2 определяет 
источник погрешности  – эксцентриситет 
орбиты Земли, вследствие которого ско-
рость движения планеты по орбите изменя-
ется в течение года [14, c. 470–480].

Относительно неподвижных звезд Зем-
ля вращается вокруг своей оси с периодом 
Tз.с = 23,93447 ч (звездные сутки). Зем-
ля делает один оборот вокруг Солнца за   
Tз.г = 366,2422 звездных суток (звездный 
год). Более того, скорость движения пла-
неты увеличивается по мере приближе-
ния к перигелию (3 января) и снижается 
к афелию.

Дополнения в программе Mathcad для  
построения изменения склонения и азиму-
та солнечных лучей в течение дня в зави-
симости от даты и географической широты 
с учетом эксцентриситета представлены 
в виде табл. 3 (расчет на дату 1 января). 
Сдвиг времени dC = -1,417 ч.

В табл. 4 приведены рассчитанные угол 
склонения и время зенита Солнца по некото-
рым датам в течение года, а также азимуты и  
времена восхода и заката. На рис. 3  приведе-
ны графики изменения этих значений (пун-
ктирной линией – контрольные значения). 
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Рис. 4. Блок-схема работы микроконтроллерной системы управления солнечным трекером 
Примечание: составлен авторами по результатам данного исследования
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Максимальная погрешность составляет 
по склонению в зените менее 1º, по азиму-
там восхода и заката – 1º42ʺ. По времени по-
грешность не превышает 5 мин 45 с для вос-
хода и заката и 1 мин для зенита. Значения 
с максимальной погрешностью выделены 
в таблице (на 1 октября). Как видно, погреш-
ность вычислений значительно уменьши-
лась. При необходимости увеличение точно-
сти вычислений можно осуществить путем 
учета атмосферной рефракции и неидеаль-
ности формы Земли.

Блок-схема алгоритма работы микро-
контроллерной системы управления с рас-
четом азимута и склонения применительно 
с солнечному трекеру приведена на рис. 4, 
подробное описание ее работы описано в ра-
нее опубликованном материале [17; 18].

Работа демонстрирует, что использо-
вание кватернионного подхода позволяет 
получить алгоритм, приемлемый для по-
зиционирования солнечных батарей, а учет 
орбитального эксцентриситета существен-
но повышает точность, что может быть кри-
тически важным для сооружений, требую-
щих высокой точности наведения, таких 
как гелиостанции.

Выводы
В ходе проведенной работы была 

успешно решена задача разработки и иссле-
дования математической модели для расче-
та положения Солнца. На основе аппарата 
кватернионов был создан алгоритм, по-
зволяющий с высокой точностью опреде-
лять склонение и азимут солнечных лучей 
в зависимости от географической широты, 
даты и времени суток.

Реализация данной модели в среде 
Mathcad и ее последующая верификация 
на примере г. Оренбурга позволили сделать 
следующие выводы:

1. Достаточность базовой модели. Ба-
зовый алгоритм, не учитывающий эксцен-
триситет орбиты Земли, показал точность, 
которая является вполне удовлетворитель-
ной для применения в системах автома-
тического позиционирования солнечных 
батарей, где максимальная погрешность 
не превышает 13 мин по времени и 1,7° по  
азимуту. 

2.  Источник погрешности и путь ее 
устранения. Сравнение с контрольными 
данными выявило, что основным источни-
ком систематической погрешности являет-
ся эксцентриситет земной орбиты, приво-
дящий к неравномерности орбитального 
движения планеты. Это подтвердило необ-
ходимость учета уравнения времени для по-
вышения точности расчетов.

3.  Эффективность усовершенствован-
ной модели. Модификация алгоритма с уче-
том эксцентриситета и введением сдвига 
времени (dC) позволила существенно по-
высить точность. Погрешность по времени 
для ключевых солнечных событий (восход, 
зенит, закат) была снижена более чем вдвое, 
что делает модель пригодной для задач, тре-
бующих высокой точности.

4.  Практическая применимость. Ма-
тематическая модель расчета положения 
Солнца с учетом эллиптичности орбиты 
Земли обладает достаточной точностью 
и может быть рекомендована для использо-
вания в системах автоматического слежения 
за Солнцем как общего, так и специально-
го назначения.
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