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Оптимизация химических процессов представляет собой задачу с несколькими противоречивыми 
критериями: максимальный выход целевого продукта при минимальном выходе побочного продукта, 
при наиболее мягких условиях реакции. Поэтому актуальны постановка и решение задачи одновременной 
многокритериальной оптимизации в виде Парето-аппроксимации. Причем необходим инструмент выбо-
ра наилучшего решения из оптимальных. Целью исследования является многокритериальная оптимиза-
ция условий химической реакции с выбором «идеальной» точки из всего множества Парето на примере 
каталитического синтеза бензилбутилового эфира. Задача многокритериальной оптимизации решается 
алгоритмом NSGA-II. Метод идеальной точки заключается в нахождении на границе Парето точки, бли-
жайшей к «идеальной» точке по всем параметрам. Результаты получены для многокритериальной опти-
мизации процесса каталитического синтеза бензилбутилового эфира, на основе кинетической модели. С 
помощью расстояния Минковского была найдена ближайшая к идеальной точка из всей области решения. 
Для данной точки значения варьируемых параметров следующие: температура 167,4 °C, соотношение ис-
ходных реагентов [BnOH]:[н-BuOH] = 4:1, время реакции 694 мин. В работе предложен метод выбора зна-
чения из множества оптимальных, получаемых при решении задачи многокритериальной оптимизации. 
Однако в реальных задачах не всегда достаточно только близости к «идеальному» решению. Зачастую су-
ществуют неформализованные требования к решению, потому необходимо предоставлять все множество 
неулучшаемых решений, с возможностью выбора.

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, метод идеальной точки, бензилбутиловый эфир, расстояние 
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Optimization of chemical processes presents a challenge with several conflicting criteria: maximizing the yield 
of the target product while minimizing the yield of a by-product, all under the mildest reaction conditions. Therefore, 
the formulation and solution of a simultaneous multi-criteria optimization problem using Pareto approximation is 
relevant. Furthermore, a tool for selecting the best solution from among the optimal ones is required. The objective 
of this study is multi-criteria optimization of chemical reaction conditions, selecting the “ideal” point from the entire 
Pareto set using the catalytic synthesis of benzyl butyl ether as an example. The multi-criteria optimization problem 
is solved using the NSGA-II algorithm. The ideal point method involves finding the point on the Pareto frontier clos-
est to the “ideal” point across all parameters. Results were obtained for multi-criteria optimization of the catalytic 
synthesis of benzyl butyl ether based on a kinetic model. Using the Minkowski distance, the closest point to the 
ideal point from the entire solution domain was found. For this point, the variable parameter values are as follows: 
temperature 167.4°C, reactant ratio [BnOH]:[n-BuOH] = 4:1, reaction time 694 min. This paper proposes a method 
for selecting a value from a set of optimal values obtained by solving a multicriteria optimization problem. However, 
in real-world problems, proximity to the “ideal” solution is not always sufficient. Solution requirements are often 
not formalized, so it is necessary to provide the entire set of non-improvable solutions, with the ability to select.
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Введение
Основной целью математического моде-

лирования сложных химических процессов 
является определение оптимальных усло-
вий их проведения. Зачастую оптимизация 
химических процессов представляет собой 
задачу с несколькими противоречивыми 
критериями: максимальный выход целе-
вого продукта при минимальном выходе 
побочного продукта, при наиболее мягких 
условиях реакции. Постановка оптимиза-
ционной задачи при наличии нескольких 
критериев ранее проводилась путем иссле-
дования каждого критерия по отдельности. 
Например, определялись условия для мак-
симального выхода целевого продукта. Да-
лее определялись условия достижения экс-
тремума по другому показателю, напри-
мер объем реагентов и т.д. Получались два 
набора условий достижения максимума 
по каждому критерию. Это было ответом 
оптимизационной задачи [1, c. 14–18]. 
В условиях проведения практической реа-
лизации химической реакции полученные 
наборы становились труднодостижимы-
ми, поэтому выбирался средний (компро-
миссный) набор условий для достижения 
экстремума по двум критериям [2]. Кроме 
того, лабораторные условия в практической 
реализации труднодостижимы. Ценность 
теоретических работ и лабораторных экс-
периментов по определению экстремумов 
реакций в реальных условиях снижается. 
Поэтому актуальны постановка и решение 
задачи одновременной многокритериаль-
ной оптимизации (МКО) в виде Парето-ап-
проксимации [3, 4].

Как бы ни развивались информационные 
технологии (увеличивалось быстродействие 
компьютеров, увеличивались возможности 

хранения данных), но моделирование хими-
ческих процессов базируется на фундамен-
тальных законах химии, физики и математи-
ки [5]. В связи с этим моделирование и по-
следующая оптимизация должны вестись 
математическими методами на основе ки-
нетической модели процесса, что позволит 
организовать планирование оптимального 
химического эксперимента и определить 
оптимальные условия проведения промыш-
ленного процесса. Deb K. и соавт. [6] рас-
сматривают метод решения задачи Парето-
аппроксимации методом NSGA-II на основе 
генетического алгоритма, который позво-
ляет для сложных задач обеспечить прием-
лемую точность. D. Corne и соавт. [7] рас-
сматривают модификации алгоритма хищ-
ник – жертва. M. Sakharov и A. Karpenko [5] 
на ряде известных тестовых и практически 
значимых задач многокритериальной оп-
тимизации показывают сравнительную эф-
фективность Парето-аппроксимации с по-
мощью класса эволюционных алгоритмов 
с формированием фитнес-функции (функ-
ция пригодности для оценки качества каж-
дой популяции). 

Задача многокритериальной оптими-
зации предполагает множество решений, 
относящихся к паретовским решениям [8]. 
Лицо, принимающее решение (ЛПР), по-
лучает на основе математических расчетов 
совокупность компромиссных решений. 
Точки, входящие в решение, должны быть 
недоминируемые (неулучшаемые) [9]. 

В реальных задачах многокритериаль-
ной оптимизации (МКО) невозможно при-
йти к такому решению, которое было бы оп-
тимальным для всех целевых функций, вме-
сто него можно искать множество Парето 
оптимальных значений.
Множество Парето описывается формулой

* * *: ,x X x X x x∀ ∈ ∈   

где ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )* * * 1 , (  1 , i i i ix x i K f x f x i K f x f x⇔ ∀ ∈ … ≥ ∧ ∃ ∈ … ≥ .

Выражение x ≻ x*  означает, что x доми-
нирует над x*: x доминирует над x* по Паре-
то в том случае, если x не хуже x* по всем 
критериям и хотя бы по одному критерию 
превосходит x*. В таком случае в выборе x* 
нет смысла, так как x не только не уступает 
x*, но и доминирует в некоторых случаях. 
Если рассматривать область пространства, 
доминируемую решением A на примере 
двухкритериальной оптимизационной зада-
чи (оба критерия максимизируются), то эта 
область является замкнутой, а элементы 
на границы решения также являются доми-
нируемыми решением A (рис. 1). 

На рис. 1 показана граница Парето для  
возможных решений в двухкритериаль-
ном пространстве.

Задачи многокритериальной оптимиза-
ции различаются по типу целевой функции 
(задачи линейного, нелинейного, квадра-
тичного программирования), количества 
оптимизируемых критериев (однокритери-
альные и многокритериальные) и условий 
(условные и безусловные). От вида опти-
мизационной задачи зависит выбор метода 
решения. На рис. 2 представлена классифи-
кация методов решения оптимизационных 
задач [10, 11].
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Рис. 1. Парето-аппроксимация решения многокритериальной оптимизации – фронт Парето 
Примечание: составлено авторами

Цель исследования  – многокритери-
альная оптимизация условий химической 
реакции с выбором «идеальной» точки из  
всего множества Парето на примере катали-
тического синтеза бензилбутилового эфира. 

Материалы и методы исследования
В данной работе будет рассмотрена зада-

ча условной многокритериальной оптими-
зации с определением решения в виде Паре-
то-аппроксимации и выделение наилучшего 
значения методом «идеальной» точки.

Под «идеальной» точкой многокритери-
альной оптимизации в этом исследовании 
понимается некоторое решение, которое од-
новременно достигает наилучшего возмож-
ного значения для каждого из критериев 
оптимальности. В общем случае идеальная 
точка не реализуется из-за противоречиво-
сти критериев задачи, и тогда ее называют 
«точкой утопии».

Метод идеальной точки заключается 
в нахождении на границе Парето точки, 
ближайшей к «идеальной» точке по всем 
параметрам. Метод идеальной точки состо-
ит из двух этапов. На первом этапе решают-
ся n задач следующего вида:

( )0 max ,  i iu u x x X= ∈ , 
где ui – значение целевой функции в i-й точке.

Определяется «идеальная» точка, ко-
торая в реальной задаче с ограничениями 
не входит в область определения, поэтому 
на втором этапе осуществляется поиск точ-
ки, ближайшей к идеальной (4):

( )( )0, ,  ,R u x u min x X→ ∈  .

В этой формуле R – дистанционная метри-
ка, расстояние от u(x) до u0.

В качестве дистанционной метрики 
принимаются различные функции [12]: 

– расстояние Минковского:

	 ( )( )
1

0

1

M ll

i i
i

R u u x
=

 
= − 
 
∑ 	 (1)

где l – параметр метрики, l ≥ 1.
– Манхэттен расстояние: 

	 ( )0

1

n

i i
i

R u u x
=

= −∑ 	  (2)

– расстояние Махаланобис:

	 ( ) ( )1 ,TR U V COV U V−⋅ ⋅= − − 	 (3)

где COV  – ковариационная матрица. Рас-
стояние Махаланобис – это мера расстояния 
между двумя случайными точками U и V.

Элементы ковариационной матрицы 
cova,b рассчитываются по формуле

( ) ( ),
1 ,

1a b a a b b
X C

cov X X
C

µ µ
∈

= − ⋅ −
− ∑

 
где μa и μb – математическое ожидание по  при-
знакам a и b; |C| – количество точек в классе. 

Результат оптимизации напрямую зави-
сит от выбранного метода. При использо-
вании метода идеальной точки результатом 
является решение наиболее близкое к рас-
считанной «идеальной» точке: максимизи-
руется выход целевого продукта, а выход 
побочных – минимизируется. 



СОВРЕМЕННЫЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 11, 2025

91ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (1.2.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7, 2.5.8)

Ри
с.

 2
. К

ла
сс

иф
ик

ац
ия

 м
ет

од
ов

 р
еш

ен
ия

 о
пт

им
из

ац
ио

нн
ы

х 
за

да
ч 

П
ри

ме
ча

ни
е:

 с
ос

т
ав

ле
н 

ав
т

ор
ам

и 
на

 о
сн

ов
е 

ис
т

оч
ни

ка
 [1

1]



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 11, 2025

92 TECHNICAL SCIENCES (1.2.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7, 2.5.8)

Алгоритм вычисления расстояния меж-
ду двумя точками:

Шаг 1. Вычислить математическое ожи-
дание значений признаков.

Шаг 2. Вычислить среднеквадратиче-
ское отклонение значений признаков.

Шаг 3. Вычислить ковариации между 
парами признаков точек класса, составить 
ковариационную матрицу.

Шаг 4. При обратимости матрицы вы-
числить расстояние по Махаланобису. Если 
матрица необратима, используются методы 
для сведения матрицы к обратимой.

Из формулы (3) следует, что перед при-
менением данного метода необходимо про-
верить ковариационную матрицу на необ-
ратимость. Значения ковариационной ма-
трицы и ее определитель были рассчитаны 
с помощью средств языка Python.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Результаты, полученные в ходе приме-
нения метода идеальной точки с примене-
нием метрики Минковского, применялись 
для оптимизации процесса каталитического 
синтеза бензилбутилового эфира [13]. Ки-
нетическая модель была ранее разработана 
[14]. Бензилбутиловый эфир широко приме-
няется в качестве ароматизатора в различ-

ных отраслях промышленности. Является 
крупнотоннажным, промышленным про-
дуктом. Получение эфиров в реакции деги-
дратации бензилового и бутилового спиртов 
лучше всего проходит в присутствии ката-
лизаторов с содержанием меди, в частности 
CuBr2 [15]. В данной реакции происходит 
образование трех эфиров  – бензилбутило-
вый (целевой), дибензиловый, дибутиловый 
(побочные). Поэтому задача оптимизации 
условий проведения реакции представляет 
собой многокритериальную оптимизацию 
с максимальным выходом целевого продук-
та и минимальным – побочных продуктов. 
На выход эфиров влияют следующие усло-
вия, которыми можно управлять через раз-
работанную кинетическую модель: темпе-
ратура реакции, мольные соотношения ис-
ходных реагентов [BnOH]:[н-BuOH] и вре-
мя проведения реакции.

Тогда задача МКО условий реакции син-
теза бензилбутилового эфира имеет следу-
ющий вид:

– Вектор варьируемых параметров 
X=(x1, x2, x3), где x1 – температура реакции, 
T; x2  – мольное соотношение реагентов 
бутилового спирта к бензиловому спирту; 
x3 – время проведения реакции.

– Вектор функция критериев оптималь-
ности F(X) = (f1(X), f2(X)).

2 61 ( )( ) ( *, , ) maxPhCH OBu Yf X y t T N= → .

2 2 9 122 ( ) 1 2 3 ( ) 1 2 3( ) ( , , ) ( , , ) minPhCH OCH Ph Y BuOBu Yf X y x x x y x x x= + → .

Рис. 3. Аппроксимация фронта Парето МКО-задачи реакции синтеза бензилбутилового эфира  
в присутствии металлокомплексного катализатора. Выбор «идеальной» точки решения 

Примечание: составлен авторами по результатам данного исследования
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Решение задачи МКО проводилось ал-
горитмом Парето-аппроксимации NSGA-II 
в Matlab с применением распараллелива-
ния. Условием выхода из алгоритма явля-
лось минимальное изменение значения кри-
терия оптимальности.

На рис. 3 приведены результаты реше-
ния задачи МКО условий реакции синте-
за бензилбутилового эфира в присутствии 
металлокомплексного катализатора в про-
странстве критериев оптимальности.

На данном графике отмечена «идеаль-
ная» точка по всем параметрам. В реальных 
оптимизационных задачах такой исход не-
достижим. С помощью расстояния Минков-
ского была найдена ближайшая к идеальной 
точка из решения задачи МКО.

Среди всех неулучшаемых решений 
МКО-задачи реакции синтеза бензилбути-
лового эфира в присутствии металлоком-
плексного катализатора можно выбрать 
наиболее близкую к идеальной  – выде-
лена цветом на графике фронта Паре-
то. Для данной точки значения варьиру-
емых параметров следующие: 167,4°C, 
[BnOH]:[н-BuOH] = 4:1, время реакции 
694 мин. Однако, согласно определению 
фронта Парето, все остальные точки гра-
фика также являются оптимальными и ЛПР 
имеет возможность выбора.

Заключение
В работе предложен метод выбора зна-

чения из множества оптимальных, получае-
мых при решении задачи многокритериаль-
ной оптимизации. Однако в реальных зада-
чах не всегда достаточно только близости 
решения к «идеальной» точки. Зачастую 
ЛПР имеет неформализованные требования 
к решению, потому необходимо предостав-
лять все множество неулучшаемых реше-
ний, с возможностью выбора.
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