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Прохоренков П.А., Регер Т.В.
ФГОБУ ВО «Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации»,  

Смоленский филиал, Смоленск, e-mail: prohpavel@yandex.ru, tatjana-reger@bk.ru

Цель исследования – разработка математических методов и алгоритмов учета неопределенностей ис-
ходных параметров при решении транспортной задачи. Методы проведения исследований основаны на ис-
пользовании методов линейной алгебры, математической статистики и линейного программирования. Для 
проверки работоспособности предлагаемых решений в работе использованы методы численного модели-
рования. В статье рассматривается частный случай транспортной задачи, в условиях которой матрица за-
трат на перевозку единицы груза рассматривается как матрица случайных величин с заданными параме-
трами распределения. В качестве таких параметров рассматриваются матрица математических ожиданий 
и ковариационная матрица. Ковариационная матрица характеризует разброс исходных параметров задачи, 
который в итоге приводит к отличию затрат на перевозки груза от планируемых значений. Наличие случай-
ных параметров предлагается в рассматриваемой постановке задачи считать риском. В статье приводится 
математическая постановка задачи, в которой критерием оптимизации выступают риски, а общие затраты 
на перевозку учитываются в виде дополнительного ограничения в условии задачи. Решения оптимизацион-
ной задачи с разными допустимыми значениями суммарных затрат позволяют выделить множество Парето-
оптимальных решений двухкритериальной задачи. Для любого выбранного значения общих затрат может 
быть оценена вероятность попадания случайной величины в заданный интервал. В работе рассматривается 
пример решения транспортной задачи в предлагаемой постановке с учетом неопределенности исходных 
значений. Приводится статистическая оценка вероятности полученных решений.
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Issues of optimization of transportation have always remained relevant, since they affect the most important 
aspects of human activity such as production, trade, the military industry and several other important areas. For 
transportation planning, mathematical models known as linear programming transport problem models have been 
developed and are widely used. supported by many developed methods and programs to solve it. This article 
examines a special case of a transport problem, in which the cost matrix for transporting a unit of cargo is considered 
as a matrix of random variables with given distribution parameters. The matrix of mathematical expectations and 
the covariance matrix are considered as such parameters. The covariance matrix characterizes the spread of the 
initial parameters of the problem, which ultimately leads to a difference in the costs of cargo transportation from 
the planned values. In the problem formulation under consideration, the presence of random parameters is proposed 
to be considered a risk. The article provides a mathematical formulation of the problem, in which the optimization 
criterion is risks, and the total transportation costs are taken into account as an additional constraint in the problem 
statement. Solving an optimization problem with different acceptable values   of total costs allows us to identify a 
set of Pareto-optimal solutions to a two-criteria problem. For any selected value of total costs, the probability of 
a random variable falling within a given interval can be estimated. The paper considers an example of solving a 
transport problem in the proposed formulation, taking into account the uncertainty of the initial values. A statistical 
estimate of the probability of the obtained solutions is given.
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Введение
Методы линейного программирования  

(ЛП) нашли применение для широкого клас-
са практических задач в промышленности, 
торговле, сельском хозяйстве и других об-
ластях человеческой деятельности. Исполь-
зование алгоритмов линейного программи-
рования позволяет планировать производ-
ственные ресурсы и мощности, оптимизиро-
вать рацион питания животных, планировать 

размещение сельскохозяйственных культур 
и позволяет решать целый ряд оптимиза-
ционных задач в области микро- и макро-
экономики. Математические модели, в том 
числе модели линейного программиро-
вания, дают возможность выбрать наибо-
лее оптимальное управленческое решение 
из ряда возможных вариантов. Широкому 
использованию таких моделей на практике 
способствует и большое число разработан-
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ных программных средств решения и ана-
лиза задач ЛП. 

В зависимости от решаемой задачи ма-
тематическая запись модели задачи ЛП мо-
жет несколько отличаться, хотя принципы 
и математическое обоснование, сформули-
рованные профессором Л.В. Канторовичем 
[1, с. 32] и американским ученым Дж.Б. Дан-
цигом [2, с. 37], для всех задач данного клас-
са остаются неизменными. В общем случае 
математическая модель представляет собой 
линейную относительно неизвестных пере-
менных функцию, для которой требуется 
определить экстремальное значение на мно-
жестве допустимых решений, заданном си-
стемой линейных ограничений. 

( ) 1 1 2 2 n nF x c x c x c x min= + +…+ →
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Будем далее называть все неотрицатель-

ные решения xi, удовлетворяющие системе 
линейных ограничений, допустимыми зна-
чениями задачи ЛП, а значения переменных 
xi

*, минимизирующих функцию F(x), реше-
нием задачи.

Одной из классических задач линейного 
программирования является задача транс-
портной логистики, в которой реализуется 
поиск наиболее оптимального плана пере-
возок с учетом имеющихся ресурсов и за-
трат на перевозки. В современных условиях 
ведения хозяйственной деятельности вопро-
сы, связанные с перевозкой грузов, приоб-
ретают важное значение. По оценкам специ-
алистов, в сфере торговли и логистики доля 
транспортных затрат, связанных с переме-
щением грузов, может достигать 20–30 %. 

Вопросам теоретического и практиче-
ского исследования транспортной задачи 
и методов их решения посвящено доста-
точно много различных статей и моногра-
фий. В качестве примера можно привести 
работы [3–5]. Так, исследователь И.Е. По-
годин предлагает способ оценки количества 
возможных планов решения замкнутых 
транспортных задач для матриц различной 
размерности и структуры [3]. С.Н. Мед-
ведев рассматривает задачу маршрутиза-
ции транспорта с несколькими центрами 
с чередованием и единым местом сбора [4]. 
Для решения задачи распределения имею-
щихся транспортных средств по исходным 
пунктам с учетом грузоподъемности транс-
портных средств исследователь Н.М. Нечи-

тайло предлагает использовать метод дина-
мического программирования [5].

Транспортная задача ЛП в качестве ре-
шения определяет план оптимальных пере-
возок и относится к классу двух индекс-
ных задач [6, с. 69]. Значения переменных 
xij определяют объемы перевозимого гру-
за, а индексы соответственно поставщика 
и потребителя груза. План перевозок такой 
транспортной задачи удобно представить 
матрицей X, имеющей размерность k×n, где 
k – число поставщиков и n – число заказчи-
ков груза:
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Для каждой доставки, заданной парой 
индексов i,j, затраты на перевозку единицы 
груза определяются параметрами sij. Ма-
трица затрат на перевозку S, как и матрица 
переменных X, имеет размерность k×n:
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Минимизация затрат на перевозку мо-
жет быть представлена оптимизационной 
математической моделью. С учетом введен-
ных обозначений и имеющихся ограниче-
ний модель задачи имеет вид 
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Ограничения ai определяют запасы по-
ставщиков, ограничения bj – заказы потре-
бителей. 

В классической транспортной задаче 
все параметры считаются детерминирован-
ными. В то же время, если параметры, опре-
деляющие запасы поставщиков ai, а также 
параметры, определяющие заказы потре-
бителей bj, чаще всего точно определены, 
то затраты на перевозку могут зависеть 
от целого ряда случайных факторов. В дан-
ной статье рассматривается ситуация, когда 
матрица затрат на перевозку единицы груза 
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представляет собой набор случайных вели-
чин с распределением плотности вероятно-
сти, близкой к нормальному закону. 

Цель исследования – разработку ма-
тематических методов и алгоритмов учета 
неопределенностей исходных параметров 
при решении задач ЛП.

Материалы и методы исследования 
Для подготовки статьи использованы 

материалы научных исследований, опу-
бликованные в статьях и монографиях от-
ечественных и зарубежных специалистов, 
а также электронные ресурсы интернета, 
находящиеся в открытом доступе.

Методы проведения исследований ос-
нованы на использовании методов линей-
ной алгебры, математической статистики 
и линейного программирования, алгорит-

мов решения оптимизационных задач. В  
работе использованы методы численного 
моделирования для проверки работоспо-
собности предлагаемых решений. Мо-
делирование тестовых задач выполнено 
с использованием программных пакетов 
оптимизации Pythonи пакета визуализации 
Matplotlib. 

Результаты исследования  
и их обсуждение

Будем считать затраты на перевозку 
единицы груза от поставщика потребите-
лю случайными величинами. Параметры 
распределения случайных величин зада-
дим матрицей математических ожиданий 
Q и матрицей ковариаций C (5). Обозначим 
через p общее число маршрутов. С учетом 
ранее введенных обозначений p = n×k.
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Общие затраты на перевозку в данной 
постановке задачи – случайная величина, 
характеризующаяся математическим ожи-
данием M и вариацией V. Математическое 
ожидание может быть рассчитано как сум-
ма произведений объемов перевозимого 
груза и математических ожиданий стои-
мости перевозки единицы груза. С учетом 
введенных обозначений (2) и (5) значение M 
будет равно
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Вариация V определяет численное зна-

чение риска. Источниками вариации могут 
быть самые различные факторы, возника-
ющие в процессе перевозок по маршру-
там следования. Такими факторами могут 
быть неблагоприятные погодные условия, 
транспортная загруженность маршрута 
следования, состояние дорожного полотна, 
особенности перевозимого груза и ряд дру-
гих факторов.

Значение вариации V определяется вы-
ражением 

 ( )
, 1

,
t
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=
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Число слагаемых tв последнем выраже-
нии определяется как число сочетаний 
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В случае отсутствия взаимной корреля-
ции отдельных доставок значение V будет 
равно сумме дисперсий случайных величин 

, 1,iz i p∀ =  (9):
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p
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V x d
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На основании приведенных выше соот-
ношений транспортная задача может рассма-
триваться как двухкритериальная оптими-
зационная задача минимизации стоимости 
перевозок и минимизации рисков. В данном 
случае под риском понимается отклоне-
ние суммарных затрат на доставку от ранее 
планируемых. Численные значения вари-
аций определяются на основании данных 
временных рядов предыдущих периодов 
и могут постоянно уточняться на основании 
новых наблюдений. При этом не исключено 
наличие временного тренда и периодиче-
ской составляющей.

 Наличие многокритериальной неопре-
деленности не позволяет выбрать решение, 
минимизирующее оба критерия в области 
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допустимых решений, заданной системой 
линейных неравенств. Для выбора эффек-
тивного, по Парето, решения для двухкри-
териальной задачи можно использовать раз-
личные компромиссные подходы, ряд кото-
рых описан в работах [7, с. 67; 8].

В данной работе предлагается исполь-
зование алгоритма решения, основанного 
на выборе основного критерия многокрите-
риальной оптимизационной задачи. В каче-
стве такого критерия выбраны риски пере-
возок, тогда как затраты на перевозку в этом 
случае должны быть заданы в виде допол-
нительного ограничения. В качестве такого 
ограничения может быть задано некоторое 
допустимое значение M0. Математическая 
модель задачи определяется следующи-
ми выражениями:
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С учетом нелинейной зависимости функ-
ции V(x) данная задача может быть отнесе-

на к классу нелинейного программирова-
ния, а как частный случай – к задачам ква-
дратичного программирования. Для задач 
указанного класса могут быть использова-
ны алгоритмы численных методов поиска 
оптимальных значений. 

В зависимости от исходных данных 
задачи для решения могут быть использо-
ваны надстройка Excel «Поиск решения», 
пакеты оптимизации pulp, scipy.optimize, 
cvxopt.modeling в среде Python и ряд дру-
гих распространенных инструментов оп-
тимизации.

В качестве практического примера и  
решения транспортной задачи с исполь-
зованием предлагаемого в данной работе 
подхода рассмотрим задачу по доставке 
однородных грузов от трех поставщиков 
пяти потребителям. Себестоимости доста-
вок заданы математическими ожиданиями 
в табл. 1, вариации по отдельным достав-
кам приведены в табл. 2. 

Поскольку имеющиеся в пунктах от-
правления запасы превышают общий объ-
ем заказов, задача относится к классу от-
крытых транспортных задач. 

Решения приведенной оптимизацион-
ной задачи для всего возможного диапазона 
значений представлены на рис. 1.

В зависимости от выбранного значе-
ния на кривой Парето решения будут иметь 
разные значения. Так, матрица решений 
для M0 = 900 представлена в табл. 3.

Таблица 1
Себестоимость перевозки единицы груза

 В1 В2 В3 В4 В5 запасы
А1 7 6 8 10 12 60
А2 9 5 7 4 6 60
А3 6 8 4 9 7 50

Заказы 30 20 55 20 25

Таблица 2
Матрица вариаций

В1 В2 В3 В4 В5
А1 0,5 0,8 0,5 0,7 0,6
А2 0,1 1 0,8 1,2 1
А3 0,6 1,2 0,8 1,1 0,9

Таблица 3
Решения по объемам перевозимых грузов

 В1 В2 В3 В4 В5
А1 14 10 17 1 0
А2 3 10 14 17 14
А3 13 0 24 2 11
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Рис. 1. Зависимость затрат на перевозку грузов и рисков

Рис. 2. Зависимость значений вероятности отклонения от его величины

Используя функцию Лапласа, найдем 
зависимость вероятности отклонения ве-
личины затрат на перевозку от заданного 
значения М0. Воспользуемся функцией Ла-
пласа для нормального распределения слу-
чайной величины:
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Значение вероятности при этом вычис-
ляется в соответствии со следующим вы-
ражением для табличной функции Лапласа:
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 . (12)

Для заданного в рассматриваемом при-
мере значения M0 = 900 значение вариации 
составляет 1800, а среднеквадратическое 
отклонение соответственно 42,4. График 
зависимости вероятности от значения от-
клонения случайной величины приведен 
на рис. 2.

Данный пример демонстрирует методи-
ку определения эффективного, по Парето, 
решения транспортной задачи в условиях 
неопределенности исходных данных, зада-
ющих затраты на перевозку. 

Заключение

Вопрос оптимизации перевозок всегда 
остается актуальным, поскольку затраги-
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вает важнейшие стороны человеческой де-
ятельности, такие как производство, тор-
говля, военная отрасль и ряд других важ-
ных направлений. Задачи планирования 
перевозок имеют широко используемую 
математическую модель, подкрепленную 
множеством разработанных методов и про-
грамм для ее решения. В то же время пред-
ставляет интерес практическая ситуация, 
когда исходные параметры задачи не могут 
быть точно определены. В данной статье 
предлагается модель транспортной задачи, 
учитывающая неопределенность исходных 
данных. Предлагаемый подход, основанный 
на статистических оценках неопределенно-
сти, позволяет оценить как затраты на пере-
возку грузов, так и вероятность отклоне-
ния затрат от плановых значений. Предло-
женная модель, а также алгоритм решения 
могут быть использованы в логистических 
расчетах планирования перевозок. Практи-
ческое применение предлагаемого подхода 
наиболее актуально и может быть рекомен-
довано в условиях крупных населенных 
пунктов при организации регулярных пере-
возок грузов. 
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