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В статье описываются математические модели теплопроводности в различных многослойных кон-
струкциях, таких как многослойная пластина, неограниченно сплошной и полый многослойный цилиндр, 
сплошной и полый многослойный шар в прямоугольно-декартовой, цилиндрической или сферической си-
стемах координат, используемых в ходе производства композитных изделий. В данной работе продолжаются 
исследования, связанные с моделированием разнообразных теплообменных процессов, которые происходят 
при производстве многослойных конструкций. В основу исследования положен метод конечных интеграль-
ных преобразований и рассмотрены его особенности. Представленная задача решена с применением алге-
браической суммы решений стационарной задачи теплопроводности с неоднородными граничными усло-
виями и нестационарной задачи теплопроводности с однородными граничными условиями. Таким образом, 
используя полученные модели, возможно улучшить сходимость рядов, входящих в состав решения задачи 
теплопроводности, а также уменьшить количество вычислений и возникающие при этом погрешности. На 
основании разработанных математических моделей и алгоритмов их реализации возможно создание про-
граммного обеспечения с целью проведения экспериментальных работ. Применяя аналитические решения, 
стало возможно производить оценку распределения температуры в различных слоях композитных изделий 
в зависимости от времени. Это повышает качество при производстве композитов. Предложено дальнейшее 
направление исследования, связанное с производством ограждающих конструкций. Разработанная теория 
позволяет построить математические модели целого класса технологических процессов производства мно-
гослойных композиционных конструкций, которые служат основой для разработки автоматизированных си-
стем управления описанных процессов.

Ключевые слова: многослойные конструкции, теплопроводность, конечные интегральные преобразования, 
математические модели
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The article describes mathematical models of thermal conductivity in various multilayer structures such 
as: a multilayer plate, an infinitely solid and hollow multilayer cylinder, a solid and hollow multilayer ball in 
rectangular Cartesian, cylindrical or spherical coordinate systems used in the production of composite products. 
In this work, research continues related to the modeling of various heat exchange processes that occur in the 
production of multilayer structures. The research is based on the method of finite integral transformations and its 
features are considered. The presented problem is solved using an algebraic sum of solutions to the stationary heat 
conduction problem with inhomogeneous boundary conditions and the non-stationary heat conduction problem with 
homogeneous boundary conditions. Thus, using the obtained models, it is possible to improve the convergence of the 
series included in the solution of the thermal conductivity problem, as well as to reduce the number of calculations 
and the resulting errors. Based on the developed mathematical models and algorithms for their implementation, it is 
possible to create software for the purpose of conducting experimental work. Using analytical solutions, it became 
possible to estimate the temperature distribution in different layers of composite products depending on time. This 
improves the quality in the production of composites. A further direction of research related to the production of 
enclosing structures is proposed. The developed theory allows us to build mathematical models of a whole class 
of technological processes for the production of multilayer composite structures, which serve as the basis for the 
development of automated control systems for the described processes.

Keywords: multilayer structures, thermal conductivity, finite integral transformations, mathematical models

Современные вызовы в производствен-
ной сфере летательных аппаратов требуют 
разработки и внедрения новых производ-
ственных и технологических процессов, 
интенсификации работы существующих, 
что возможно осуществить за счет разра-
ботки новых, современных, точных и на-

дежных методов моделирования техноло-
гических процессов, на основе матема-
тических моделей способных обеспечить 
требуемую точность [1–3]. Это играет клю-
чевую роль в производстве многослойных 
композиционных конструкций методом 
полимеризации для летательных аппара-
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тов [4–6]. Существенной особенностью та-
ких технологических процессов является 
то, что они производятся в пресс-формах 
или автоклавах. Поэтому описывать возни-
кающие температурные поля приходится 
с учетом формы изделия в прямоугольно-
декартовой, цилиндрической или сфери-
ческой системах координат [7, с. 16; 8]. 
Решение задач с неоднородными гранич-
ными условиями возможно стандартны-
ми методами, но в результате получаются 
трудно-сходящиеся ряды. Поэтому реше-
ние задачи теплопроводности наиболее 
целесообразно и оптимально производить 
за счет выделения стационарной составля-
ющей температурного поля. В результате 
улучшается сходимость рядов, значитель-
но снижается число вычислений, а также 
возникающая вычислительная погреш-
ность [6; 9]. Таким образом, для получения 
решения задач теплопроводности в много-
слойных изделиях, имеющих неоднород-
ные граничные условия, воспользуемся 
алгебраической суммой, которая включает 
решения стационарной задачи теплопрово-
дности с неоднородными граничными ус-
ловиями и нестационарной задачи тепло-
проводности с однородными граничными 
условиями [6]. Поставленную задачу ре-
шим методом конечных интегральных пре-
образований [10].

Цель исследования  – создать матема-
тические модели теплообмена в много-
слойной пластине в прямоугольно-декарто-
вой системе координат, в неограниченном 
сплошном и полом многослойном цилин-
дре, в сплошном и полом многослойном 
шаре в соответствующих системах коорди-
нат, которые служат основой для разработ-
ки автоматизированных систем управления 
описанных процессов.

Материалы и методы исследования
В работе применим аналитические ме-

тоды, которые позволяют учитывать влия-
ние теплофизических параметров на про-
изводственные процессы многослойных 
композиционных конструкций. Рассмотрим 
температурные поля в многослойной пла-
стине в прямоугольно-декартовой системе 
координат, в неограниченном сплошном 
и полом многослойном цилиндре, в сплош-
ном и полом многослойном шаре в соот-
ветствующих системах координат при про-
изводстве композитов [6]. Например, если 
рассматриваемая конструкция имеет форму 
полого цилиндра, то необходимо проводить 
исследование в цилиндрической системе 
на конечно-разностном аналоге (рисунок).

Полый цилиндр
Для трех систем координат задача, в ко-

торой имеются произвольные начальные ус-
ловия, неоднородные граничные условия 
и распределенный внутренний источник 
тепла, представляется следующим образом:
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условия сопряжения
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Здесь: Ui(ri,τ) – i-й области температурное поле; ri – координата в пространстве; τ – вре-
менной параметр; аi

2 – коэффициент температуропроводности i-го слоя; Hk,i – коэффициент 
уравнения, который определяется за счет вида координат (декартовая система координат 
имеет значение равное k = 0, H0,i = 0; цилиндрическая система k = 1, H1,i = 1/ri; сферическая 
система k = 2, H2,i = 2/ri); Qi(ri,τ) – коэффициент, связанный с мощностью внутреннего ис-
точника тепла i-й области; cm – коэффициент удельной теплоемкости слоя; ρm – плотность 
слоя; N – общее количество слоев; Ri – толщина i-й пластины; Uc1, UcN – температуры окру-
жающей среды как функции времени; αi – коэффициент, связанный с конвективной тепло-
отдачей от внешней поверхности в окружающую среду; λi – теплопроводность i-го слоя.

Решение поставленных задач основывается на конечном интегральном преобразовании
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где μ – параметр; Wm(rm,μ) – ядро интегрального преобразования; ρ(rm) – весовая функция 
каждого слоя, которая является решением уравнения следующего вида
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В декартовой системе координат весовая функция равна ρ(rm) = 1; в цилиндрической 
соответственно ρ(rm) = rm; в сферической ρ(rm) = rm

2.
Входящее в уравнение (6) ядро Wm(rm,μ) является решением задачи Штурма – Лиувилля: 
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однородные граничные условия
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и условия сопряжения
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Решением уравнения (8) является
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При этом в зависимости от применяемой системы координат меняется вид:
в декартовой 
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в цилиндрической
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в сферической 
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Для определения коэффициентов Am и Bm используем граничные условия (9)–(11), а так-
же параметр μ, а также А1 = 1, и функции J0(z), Y0(z) – функции Бесселя первого рода нуле-
вого порядка и второго рода нулевого порядка.

Для перехода к изображениям необходимо уравнение (6) применить почленно к уравне-
ниям (1) и (2). Интегралы в правой части уравнения (6) берутся по частям, при этом необхо-
димо учитывать граничные условия (3)–(5) и (9)–(11). В изображениях частой производной 
по времени получим
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Изображения по координатам принимают следующий вид
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Изображение начального условия имеет вид
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Изображение функции источника имеет вид
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Таким образом, исходная задача в изображениях имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 0 1

,
, , , , ;(21)n

n n n N n N n CN n C

dU
U Q r W R U R W R U

d
µ τ

µ µ τ µ τ α ρ µ τ α ρ µ τ
τ

+ = + +

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 0 1

,
, , , , ;(21)n

n n n N n N n CN n C

dU
U Q r W R U R W R U

d
µ τ

µ µ τ µ τ α ρ µ τ α ρ µ τ
τ

+ = + +  	 (21)

с начальным условием
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Решая задачи (21)–(22), в изображениях получим

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

,
, ,0 , , ,n nn

n n n n
m m

Q
U e U Q FW e d

c

τ
µ τ µ τµ τ

µ τ µ µ τ µ τ τ
ρ

−    = + +  
   

∫ 	  (23)
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	 где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 1, , , .n N N n n CN n CFW R W R U R W R Uµ τ α ρ µ τ α ρ µ τ= + 	  (24) 

К оригиналу переходят по формуле

( ) ( ) ( )
1

, ,
, ,n m m n

m m
n n

U W r
U r

M
µ τ µ

τ
∞

=

=∑ 	  (25) 

где 

( ) ( )
1

2
2

1
, .

m

m

RN
m

n m m m n m
m m R

M r W r dr
a
λ ρ µ

−
=

=∑ ∫  	 (26)

Результаты исследования  
и их обсуждение

В результате такого подхода к решению 
нелинейных задач нестационарной тепло-
проводности с нелинейными граничными 
условиями и функциями источника, полу-
чают аналитические решения, содержащие 
сходящиеся ряды.

Заключение
Таким образом, следует отметить, что  

разработаны математические модели те-
плообмена в многослойной пластине в пря-
моугольно-декартовой системе координат, 
в неограниченном сплошном и полом мно-
гослойном цилиндре, в сплошном и полом 
многослойном шаре в соответствующих 
системах координат при производстве ком-
позитов. Используя аналитические решения 
представленных задач, возможно произ-
вести оценку распределения температуры 
со временем в каждом слое изделия и полу-
чить сходящиеся ряды. Разработанная тео-
рия позволяет построить математические 
модели целого класса технологических про-
цессов производства многослойных компо-
зиционных конструкций, которые служат 
основой для разработки автоматизирован-
ных систем управления описанных процес-
сов. Для повышения качества и расширения 
видов производимых изделий необходимо 
провести дополнительные исследования 
ограждающих конструкций.
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