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Применение в химических производствах коллектива роботов-лаборантов определяется необходимо-
стью непрерывного мониторинга особо вредной для обслуживающего персонала производственной среды 
и минимизации рисков для окружающей среды. Роботы-лаборанты обладают более высокой точностью 
и скоростью выполнения лабораторных анализов по сравнению с человеком. Это позволяет улучшить ка-
чество и скорость производственных процессов, а также снизить вероятность ошибок и возможных аварий. 
Задача управления мультиагентной системой роботов-лаборантов, ориентированная на оптимизацию вре-
менных ресурсов и повышение безопасности химических производств, требует серьезного математического 
анализа. Такая задача оптимизации в условиях ограниченности ресурсов является актуальной, и использова-
ние методов математической статистики для разработки модели управления и оптимизации времени работы 
роботов-лаборантов, методов линейного программирования может помочь решить эту задачу эффективно 
и оптимально. Использование мультиагентного управления позволяет собирать и анализировать большие 
объемы данных о производственных процессах, что может привести к выявлению новых закономерностей 
и оптимизации производственных процессов. Цель исследования заключается в разработке теории решения 
гарантированных задач управления мультиагентной системой коллектива роботов-лаборантов, формализа-
ции задачи оптимизации в условиях ограниченности ресурсов, позволяющей свести её к эквивалентной за-
даче линейного программирования. Методы: теория оптимизации, математической статистики. Рассмотрена 
постановка задачи гарантийного линейного программирования со случайными добавками к коэффициентам. 
Сформулированы лемма и теорема, доказательство которых подтверждает тождественность решения задачи 
гарантированного линейного программирования, эквивалентной детерминированной задаче. Рассмотрена 
задача, сопутствующая задаче гарантированного линейного программирования со случайными добавками 
к коэффициентам. Исследование в данном направлении позволит разработать эффективные стратегии муль-
тиагентного управления роботами-лаборантами, учитывающие случайные факторы и обеспечивающие вы-
сокую надежность и безопасность процессов на химических предприятиях.

Ключевые слова: робот-лаборант, мультиагентное управление, вероятность
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The use of robotic laboratory assistants in chemical production is determined by the need for continuous 
monitoring of the production environment that is especially harmful to service personnel and to minimize risks to the 
environment. Laboratory robots have higher accuracy and speed in performing laboratory tests compared to humans. 
This allows you to improve the quality and speed of production processes, as well as reduce the likelihood of errors 
and possible accidents. The problem of controlling a multi-agent system of robot laboratory assistants, focused 
on optimizing time resources and improving the safety of chemical production, requires serious mathematical 
analysis. Such an optimization problem in conditions of limited resources is relevant, and the use of methods of 
mathematical modeling and mathematical statistics to develop a control model and optimize the operating time of 
robotic laboratory assistants, linear programming, can help solve this problem efficiently and optimally. The use 
of multi-agent control allows you to collect and analyze large amounts of data about production processes, which 
can lead to the identification of new patterns and optimization of production processes. The purpose of the study 
is to develop a theory for solving guaranteed problems control of a multi-agent system of a team of laboratory 
robots, formalization of the optimization problem under limited resources, which allows it to be reduced to an 
equivalent linear programming problem. Methods: Optimization Theories, Mathematical Statistics. The formulation 
of the problem of guarantee linear programming with random additions to coefficients is considered. A lemma and a 
theorem are formulated, the proof of which confirms the identity of the solution of the problem of guaranteed linear 
programming with the equivalent deterministic problem. A concomitant problem to the problem of guaranteed linear 
programming with random additions to coefficients is considered. Research in this direction will make it possible 
to develop effective strategies for multi-agent control of robotic laboratory assistants, taking into account random 
factors and ensuring high reliability and safety of processes at chemical enterprises.
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В современных мультиагентных системах 
управления химическими производствами 
играет важную роль эффективное распределе-
ние задач между роботами-лаборантами [1-3].

Цель исследования: разработка теории 
решения гарантированных задач управле-
ния мультиагентной системой коллектива 
роботов-лаборантов.
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В данной работе рассматривается про-
блема оптимизации времени, выделяемо-
го на выполнение конкретных задач, и его 
влияние на общий экономический эффект. 
Учитывая, что частота выполнения процес-
сов, таких как взятие проб для лабораторно-
го анализа, напрямую влияет на эффектив-
ность управления [4], встает задача поиска 
оптимального времени загрузки роботов-
лаборантов. Также рассматриваем зависи-
мости между частотой выполнения задач 
и увеличением экономического эффекта, 
особенно при больших областях вариации 
времени загрузки. При этом случайные воз-
мущения и недетерминированные характе-
ристики технологических процессов требу-
ют новых подходов к управлению коллекти-
вом роботов-лаборантов [5; 6].

Материалы и методы исследования
В работе использовались методы теории 

оптимизации, математической статистики. 
Методический подход к формализации за-
дачи оптимизации временных характери-
стик системы управления роботами-лабо-
рантами. Ограниченность ресурсов време-
ни загрузки роботов-лаборантов позволяет 
ставить задачу оптимизации времени их ра-
боты, которая при ограниченном диапазоне 
вариации времени загрузки роботов-лабо-
рантов может формулироваться как задача 
линейного программирования [7].

Результаты исследования  
и их обсуждение

В продолжение исследований в [8] 
рассмотрим постановку и решение зада-
чи гарантированного линейного програм-
мирования со случайными добавками к  
коэффициентам. 

Рассмотрим задачу оптимизации, целе-
вую функцию которой запишем в виде:
	 Q(U) = (CO + vC1)U, 	 (1)
где v – случайная величина с известной плот-
ностью вероятности

ω(v), CO = (CO
1 ,...,CO

n), 
C1 = (C1

1,..., C1
n), U = (u1,...,un),

а технологические требования представле-
ны следующим образом:

	 0 1( ) ,i i i ib v b U a+ ≥  1,i m= , 	  (2)

где 0 0 0
1( ,..., ),i i inb b b=  1 1 1

1( ,..., ),i i inb b b=  – слу-
чайные величины с известными плотно-
стями распределения ωi(vi), ai  – постоян-
ная величина.

Дальнейшее исследование сосредоточе-
но на постановке и решении задачи гаран-

тированного линейного программирования 
с учетом случайных добавок к коэффици-
ентам. Целью исследования является на-
хождение вектора u*∈U, минимизирующего 
математическое ожидание функции (1):
	 M[Q(u*)] = min M[(C0 + vC1)U], 	 (3)
вероятность Р выполнения условий (2) не  
ниже заданных значений σi:

P[ 0 1( )i i i ib v b U a+ ≥ ] ≥ σi

и ui ≥ 0, i = 1,2,...,n.
Задачу (3) с учетом линейности целе-

вой функции (1) сформулируем следующим 
образом: найти вектор u*∈U, при котором 
функция (1) стремится к минимуму:

	 0 1( ) ( ) miniQ u C vC u= + → , 	 (4)
где v – математическое ожидание случайной 
величины v, и выполнение ограничений:

	 ( )

i

i i i

E

v dvϖ σ≥∫ , 	 (5)

	 Ei = [vi
0 1( )i i i ib v b U a+ ≥ ], 1,i m= , 	 (6)

	 ui ≥ 0. 	 (7)
Предложенная формулировка задачи 

позволяет свести ее к эквивалентной за-
даче линейного программирования: найти 
вектор управления u, обеспечивающий 
минимальное значение целевой функ-
ции и удовлетворение технологических 
ограничений: 

	 0 1( ) ( ) minq u C vC u= + → ,  	 (8)

	 0 1 1 ,i i i ib u t b u a+ ≥  	 (9)

	 0 2 2 ,i i i ib u t b u a+ ≥  	 (10)

где 1,it  2
it  определяются из соотношений:

	
1

1( )

i

i i i

t

v dvω σ
∞

=∫ , 	 (11)

	

2

( )
it

i i iv dvω σ

−∞

=∫ ,	  (12)

Ui ≥ 0, 1,i m= .
Рассмотрим следующую вспомогатель-

ную лемму.
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Лемма 1. Пусть множества 1 ,U∗  2U∗  
определяются следующими неравенствами:

	
0 1

1
1 1

{ },
0

i i

i

b U a b U C
U U

b U
∗ + ≥
=

≥
 	 (13)

	
0 1

2
2 1

{ },
0

i i

i

b U a b U C
U U

b U
∗ + ≥
=

≤
 	 (14)

где а1, а2, С – постоянные величины.
Объединение множеств 1 2U U∗ ∗

  тож-
дественно множеству U*,

	
0 1

1
0 1

2
{ },i i

i i

b U a b U C
U U

b U a b U C
∗ + ≥
=

+ ≥
	  (15)

Доказательство.
Для того, чтобы доказать тождествен-

ность U*= 1 2U U∗ ∗
 , необходимо доказать 

следующее утверждения: для любого U* 

справедливо: 

	 U U∗


⇒U∈ 1 2U U∗ ∗


,	  (16)

	 U∈ 1 2U U∗ ∗
 ⇒ U∈U*. 	 (17)

При этом, т.к. выполнение (16) очевид-
но, остается доказать (17).

Не уменьшая общность, будем далее по-
лагать, что
	 а1 ≤ а2.	  (18)

1. Рассмотрим вначале случай, когда

	 С – 0
ib U < 0. 	 (19)

А. Пусть при этом U ∈ 1U∗ . Докажем, 
что это U∈U*, т.е. удовлетворяет условиям 
(15). Т.к. первое неравенство (15) совпада-
ет с первым неравенством (13), необходи-
мо доказать выполнение второго неравен-
ства (15).

Пусть а1 не отрицателен, т.к. с учетом 
(18) имеет место
	 0 ≤ а1 ≤ а2 	 (20)
и с учетом (19)

	
0 0

1 2
i iC b C b

a a
− −

≤ < 0. 	 (21)

Из второго неравенства (13) и (21) имеем:

1
ib U ≥ 0 >

0

2
iC b

a
− ,

что равносильно выполнению второго не-
равенства (19).

Пусть теперь а1, а2 удовлетворяют соот-
ношениям а1 < 0 ≤ а2, т.е. с учетом (19):

	
0

2
iC b U

a
−

< 0 <
0

1
iC b U

a
− . 	 (22)

Из второго неравенства (13) и (22) при  
этом имеем:

1
ib U  ≥ 0 ≥ 

0

2
iC b U

a
− ,

что равносильно выполнению второго не-
равенства (15).

Пусть, наконец, а1, а2 удовлетворяют со-
отношениям а1 ≤ а2 < 0, т.е. с учетом (19):

	 0 <
0

1
iC b U

a
− ·

0

2
iC b U

a
−

.	  (23)

Из первого неравенства (13) с учетом 
(23) имеем:

1
ib U ≤

0 0

1 2
i iC b U C b U

a a
− −

≤

или 1
2 ia b U  ≥ C  – 1

ib U , что равносильно 
выполнению второго неравенства (15).

Таким образом, во всех случаях при вы-
полнении (19) справедливо

	 U∈ 1U∗⇒ U∈U*. 	 (24)
Б. Пусть теперь условие (19) выполне-

но, но U∈ 2U∗ . Докажем, что и в этом слу-
чае U∈U*, т.е. удовлетворяется неравенство 
(15). Т.к. в этом случае второе неравенство 
(15) совпадает с первым неравенством (18), 
необходимо доказать выполнение первого 
неравенства (19).

Пусть значение а1 не отрицательно, т.е. 
с учетом (21) имеют место соотношения 
(20) и (21). При этом из первого неравенства 
(14) с учетом (13) имеем:

	
1
ib U

0 0

1 2
i iC b U C b U

a a
− −

≥ ≥ 	

или 1
1 ia b U ≥ C – 0

ib U , что равносильно вы-
полнению неравенства (15).

Пусть для а1, а2 удовлетворяют соотно-
шениям а1 < 0 ≤ а2 и (22).

При этом из второго неравенства (14) 
с учетом (22) имеем:

1
ib U  ≤ 0 < 

0

1
iC b U

a
−

или 1
1 ia b U > C  – 0

ib U , что соответствует 
выполнению первого неравенства (15).



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 5, 2024

46 TECHNICAL SCIENCES (1.2.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.5.3, 2.5.5, 2.5.7, 2.5.8)

Пусть, наконец, имеет место неравен-
ство а1 ≤ а2 < 0 (23). При этом из второго 
неравенства (14) и (23) имеем:

1
ib U  ≤ 0 ≤ 

0

1
iC b U

a
−  

или 1
1 ia b U  ≥ C – 0

ib U , 
т.е. неравенство (15) выполнено.

Таким образом, при выполнении (19) 
имеем: 
	 2U U∗∈ ⇒U∈U*. 	 (25)

Из выполнения (24), (25) имеем:

	 1 2U U U∗ ∗∈ 
⇒U∈U*.	  (26)

2. Рассмотрим случай, когда:

С – 0
ib U > 0. (27)

А. Пусть справедливо соотношение:
	 0 ≤ а1 ≤ а2. 	 (28)

В этом случае система неравенств (14) 
противоречива, т.е. множество 2U∗  пусто 
и для доказательства тождественности не-
обходимо доказать, что
	 1U U∗∈ ⇒U∈U*. 	 (29)

Из условий (27), (28) имеем:

	 0 < 
0

2
iC b U

a
− 0

1
iC b U

a
−

≤ . 	 (30)

Пусть 1U U∗∈ , в этом случае из первого 
неравенства (13) имеем с учетом (30)

1
ib U

0

1
iC b U

a
−

≥ · 
0

2
iC b U

a
−

, 

т.е. второе условие (15) выполнено.
Так как первое условие (15) совпадает 

с первым неравенством (13), утверждение 
(29) выполнено.

Б. Пусть справедливо соотношение:
	 а1 < 0 ≤ а2.	  (31)

В этом случае из (13) с учетом (27), (31) 
имеем: 

1
ib U

0

1
iC b U

a
−

≤  < 0, 1
ib U  ≥ 0,

т.е. система (13) противоречива и множе-
ство 1U∗  – пусто.

Из (14) с учетом (27), (31) следует

1
ib U

0

2
iC b U

a
−

≥  > 0, 1
ib U ≤ 0, 

т.е. система (14) также противоречива и мно-
жество 1U∗ , так же как и 1 2U U∗ ∗


, пусто.

Из (14) следует, что множество U* так-
же в этом случае пусто, т.к. неравенства 
(15) противоречивы:

1
ib U

0

1
iC b U

a
−

≤ < 0, 1
ib U

0

2
iC b U

a
−

≥  > 0.

В. Наконец рассмотрим случай
	 а1 ≤ а2 < 0. 	 (32)

В этом случае система неравенств (13) 
противоречива, т.е. множество U* пусто 
и  для доказательства тождественности 

1 2U U∗ ∗


 и U необходимо доказать, что
	 2U U∗∈ ⇒U ∈ U*. 	 (33)

Исходя из условий (32) и (27), имеем:

	
0

2
iC b U

a
− 0

1
iC b U

a
−

≤ . 	 (34)

Пусть 2U U∗∈ , и в этом случае из пер-
вого неравенства (14) и (34) имеем:

1
ib U

0

2
iC b U

a
−

≤
0

1
iC b U

a
−

≤ ,

или 1
1 ia b U  ≤ C – 0

ib U , 
т.е. первое условие (15) выполнено.

Так как второе условие (15) совпадает 
с первым условием (14), которое выполни-
мо по предположению U∈ 2U∗ , утвержде-
ние (33) выполнимо.

Из (29) и (33) следует, что при выполне-
нии (27) имеет место:

	 1 2U U U∗ ∗∈ 
⇒U ∈ U*. 	 (35)

Из (26), (35) следует, что при всех значени-
ях (C – 0

ib U ) условия (16), (17) выполняются.
Лемма 1 доказана.
Теорема 1.
Задача гарантированного линейного 

программирования со случайными добавка-
ми к коэффициентам (4) – (7) тождественна 
эквивалентной задаче (8), (12).

Доказательство.
Так как целевые функции задач (4)-(7) 

и (8)-(12) совпадают, для доказательства 
тождественности этих задач достаточно до-
казать тождественность условий (5), где t 
определяется условиями (9), (10).

Пусть параметры 1
it , 2

it  определяются 
(11), (12). Технологическое неравенство (2) 
может быть, очевидно, записано в виде си-
стемы неравенств:
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1 ,
o

i i
i

i

a b Uv
b U
−

≥  если 1 0ib ≥ , i = 1,2,...,m,

1 ,
o

i i
i

i

a b Uv
b U
−

≤  если 1 0ib ≤ , i = 1,2,...,m.

При этом (6) может быть сформулирова-
но в следующем виде:
Ei = (vi | vi ≥ 0( /i ia b U− 1

ib U)), если 1
ib U ≥ 0

и vi ≤ 0( /i ia b U− 1
ib U), если 1

ib U < 0. 	 (36)

В том случае, если для 1
ib U ≥ 0 выпол-

няется неравенство

	
0

1
1

i i
i

i

a b Ut
b U
−

≥ , 	 (37)

где 1
it  определяет (5), имеет место:

	 σi =
( )

i

i i i

E

v dvϖ∫ = Pi (U), 	 (38)

т.е. условие (5) выполняется при 1
ib U ≥ 0.

Аналогично, если для 1
ib U ≤ 0 выпол-

няется неравенство

	
0

2
1

i i
i

i

a b Ut
b U
−

≤ , 	 (39)

где 2
it  определяется (12) имеет место:

	 σi =
( )

i

i i i

E

v dvϖ∫ = Pi (U),	  (40)

т.е. условие (5) выполняется и в этом случае.
Таким образом, из (38), (40) и (37), (39) 

следует, что условия (6), (9) выполняются, 
если в эквивалентной задаче выполняется 
система неравенств:

0 1 1 ,i i i ib U t b U a+ ≥
0 0ib U ≥ .

0 2 2 ,i i i ib u t b u a+ ≥
0 0ib U ≤ .

Согласно лемме 1 объединение мно-
жеств 1U∗ , определяемого (13), и 2U∗ , опре-
деляемого (14), тождественно множеству U, 
определяемому (9), (10).

Теорема 1 доказана.
Таким образом, задача гарантированно-

го линейного программирования со случай-
ными добавками к коэффициентам сводит-
ся к детерминированной задаче линейного 

программирования вида (8)-(12). Как сле-
дует из (9), (10), эквивалентная задача ха-
рактеризуется наличием вдвое большего 
числа ограничений, чем исходная задача. 
При этом в ограничении (9), (10) величины 

1
it , 2

it являются константами, определяе-
мыми однократно из условий (11), (12).

Рассмотрим сопутствующую задачу га-
рантированного линейного программиро-
вания.

Будем называть сопутствующей задаче 
(4)-(7) следующую задачу линейного про-
граммирования: найти 2m-мерный вектор  
y = (y1,...,y2m), при котором принимает мак-
симальное значение целевая функция:

	 1
1

( ) ( ) max
m

i i m
i

J y a y y +
=

= + →∑ 	  (41)

и выполняются условия:		    (42)

0 1 1 2 0 1
1 1

1

[ ( ) ( )]
m

ij i m ij i i i m j j
i

b y y b t y t y C vC+ +
=

+ + + ≤ +∑
	 10, 0,i my y +≥ ≥  i =1,...,m, 	 (43)

где 1
it , 2

it  определяются соотношениями 
(11), (12).

Теорема 2.
Пусть U*  – решение задачи гарантиро-

ванного линейного программирования (4)-
(7), а 1 2( ,..., )my y y∗ ∗ ∗=   – решение сопут-
ствующей задачи (41)-(43). В этом случае 
имеет место:

	 ( ) ( ).Q U J y∗ ∗= 	  (44)

Доказательство.
Для задачи гарантированного линейно-

го программирования (4)-(7) эквивалентная 
задача (8)-(12) может быть переформули-
рована в следующем виде: найти n-мерный 
вектор U = (U1,...,Un), при котором принима-
ет минимальное значение целевая функция:

	 0 1

1

( ) ( ) min
n

j j
j

q U C vC U
=

= + →∑ 	  (45)

и удовлетворяются ограничения:

0 1 1

1 1

n n

ij j i ij j i
j j

b U t b U a
= =

+ ≥∑ ∑ , i =1,...,m, 	 (46)

0 2 1

1 1

n n

ij j i ij j i
j j

b U t b U a
= =

+ ≥∑ ∑ , i =1,...,m, 	 (47)
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	 Uj ≥ 0, j =1,...n, 	 (48)

где 1
it , 2

it  определяются соотношениями 
(11), (12).

Так как, согласно теореме 1, эквивалент-
ная задача (8)-(12) (или, это то же самое, 
(45)-(48)) тождественна задаче гарантиро-
ванного линейного программирования (4)-
(7), имеет место:
	 ( )Q U∗ = ( )q U∗

 , 	 (49)
где U* – решение задачи гарантированного 
линейного программирования (4)-(7); U∗  – 
решение эквивалентной задачи (45)-(48).

Запишем эквивалентную задачу (45)-
(48) в следующем виде: найти n-мерный 
вектор U = (U1,...,Un), при котором при-
нимает максимальное значение целевая 
функция: 

	
0 1

1

( ) ( ) max
n

j j
j

q U C vC U
=

= + →∑ 	  (50)

и удовлетворяются ограничения:

0 1 1

1 1

n n

ij j i ij j i
j j

b U t b U a
= =

+ ≤∑ ∑ , i =1,...,m, 	 (51)

0 2 1

1 1

n n

ij j i ij j i
j j

b U t b U a
= =

+ ≤∑ ∑ , i =1,...,m, 	(52)

Uj ≥ 0, j =1,...n
и выполняются (11), (12),

где 0 0;j jC C= −  1 1;j jC C= −  0 0;ij ijb b= − 	 (53)

;i ia a= −  1, ,i n=  1, .j m=
При этом очевидно, что решения U∗  за-

дачи (45)-(48) и задачи (50)-(53) совпадают 
и вследствие известного соотношения:

	 min ( ) max( ( )
U U

f u f U= − − 	  (54)

имеем q( U∗ ) = – q( U∗ ).
Двойственная к (50)-(52) задача мо-

жет быть сформулирована в виде: найти 
2m-мерный вектор y =(y1,...,y2m ) , при кото-
ром принимает минимальное значение це-
левая функция:

	 1
1

( ) ( ) min
m

i i m
i

v y a y y +
=

= − + →∑ ,	  (55)

удовлетворяются ограничения:

	
0

0 10 1 1 2 2

1

[( ) ( ) ]
m

ij j jij j i ij i i ij i m
i

b U t b y b t b y C vC
− −

+
=

+ + + ≥ +∑ ,  yi ≥ 0,  i=1,2,...,2m	 (56)

и выполняются соотношения (11), (12), имеет место:

	
0 1

1
1 1

ˆ( ) (
n m

j j j i i m
j i

v C vC U a y y
−∗ ∗ ∗

+
= =

+ = +∑ ∑   ,	 (57)

где 1 2( ,..., )my y y∗ ∗ ∗=    – решение задачи (55)-(57).
Используя (51), сформулируем задачу (55)-(57) в следующем виде: найти 2m-мерный 

вектор y =(y1,...y2m), при котором принимает минимальное значение: 

	 1 1
1

( ) ( ) min
m

i m
i

v y a y y +
=

= − + →∑ 	  (58)

и удовлетворяются ограничения

	 0 1 2 0 1
1 1 1

1

[ ( ) )]
m

ij m ij i i m j j
i

b y y b y t y C vC+ +
=

+ + + ≤ +∑ ,  yi ≥ 0,  i=1,2,...,2m. 	 (59)

и соотношения (11), (12).
Из сравнения задачи (41)-(43) и задачи 

(58)-(59) следует, что эти задачи отличаются 
лишь целевой функцией, при этом 

J(y) = – v(y).

В этом случае решение y* задачи (41)-
(43) и решение задачи (55)-(57) (или, то же 
самое, задачи (58)-(59)) совпадают, и в соот-
ветствии с (54) имеем:

J(y*) = – v(y*). (60)
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Из (57), (54) и (60) имеем

	 ( ) ( ) ( ) ( )J y v y q U q U∗ ∗ ∗ ∗= − = − = 

 . 	(61)

Из (61) и (49) следует

( ) ( ).Q U J y∗ ∗=

Теорема 2 доказана.
Таким образом, сопутствующая зада-

ча гарантированного линейного програм-
мирования со случайными добавками к ко-
эффициентам сводится к детерминирован-
ной задаче линейного программирования 
вида (8)-(12).

Заключение
Разработанная теория решения гаран-

тированных задач позволяет обеспечить 
управление работой мультиагентной си-
стемы роботов-лаборантов на химических 
производствах с заданной вероятностью 
выполнения технологических и техниче-
ских требований. Результаты, полученные 
в данном исследовании, подтверждают 
результаты исследований технологиче-
ского процесса производства обесфторен-
ных фосфатов.
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