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МЕТОДА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ ДВУХСЛОЙНЫХ 

НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИЙ 
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Аннотация. Статья посвящена исследованию новых спецификаций регрессионных моделей. Рассмо-
трены известные модульные линейные регрессии, в которых объясняющие переменные преобразуются 
с помощью операции модуль, и неэлементарные линейные регрессии, в которых объясняющие перемен-
ные преобразуются с помощью бинарных операций min и max. С использованием вместо объясняющих 
переменных в этих спецификациях повторно модульных и неэлементарных конструкций введено 8 новых 
математических моделей. Эти модели названы двухслойными неэлементарными линейными регрессиями. 
Разработан универсальный алгоритм «OLS-mod&min» приближенного оценивания двухслойных регрессий 
с помощью метода наименьших квадратов. Результаты работы этого алгоритма зависят от выбора областей 
возможных значений неизвестных параметров на первом слое двухслойной регрессии и количества раз-
биений этих областей. Доказано, что если на втором слое двухслойной регрессии используется операция 
модуль, то при выборе большого числа точек разбиения полученные методом наименьших квадратов оценки 
будут близки к оптимальным. Если на втором слое используется бинарная операция, то близость к оптимуму 
гарантирована не всегда. Проведен вычислительный эксперимент, подтверждающий справедливость полу-
ченных теоретических результатов, которые послужат в будущем фундаментом для оценивания двухслой-
ных неэлементарных линейных регрессий с любым числом объясняющих переменных.

Ключевые слова: неэлементарная линейная регрессия, модульная линейная регрессия, метод наименьших 
квадратов, двухслойная нейронная сеть, коэффициент детерминации
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Annotation. This article is devoted to the study of new specifi cations of regression models. The well-known 
modular linear regressions, in which explanatory variables are transformed using the modulus operation, and non-
elementary linear regressions, in which explanatory variables are transformed using the binary operations min and max, 
are considered. Using modular and non-elementary constructs instead of explanatory variables in these specifi cations, 
8 new mathematical models are introduced. These models are called two-layer non-elementary linear regressions. A 
universal algorithm «OLS-mod&min» has been developed for approximate estimation of two-layer regressions using 
the ordinary least squares method. The results of this algorithm depend on the choice of areas of possible values of 
unknown parameters on the fi rst layer of two-layer regression and the number of partitions of these areas. It has been 
proven that if the modulus operation is used on the second layer of two-layer regression, then when choosing a large 
number of partition points, the estimates obtained by the ordinary least squares method will be close to optimal. If a 
binary operation is used on the second layer, then proximity to the optimum is not always guaranteed. A computational 
experiment was carried out to confi rm the validity of the obtained theoretical results, which will serve in the future as 
the foundation for estimating two-layer non-elementary linear regressions with any number of explanatory variables.
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В настоящее время методы машинного 
обучения [1] находят широкое применение 
при решении проблем в самых разных сфе-
рах человеческой деятельности: в медицине 
[2], в нефтегазовой сфере [3], в энергетике 
[4] и др. К одному из методов машинного 
обучения относится регрессионный анализ 
[5, с. 30]. Выбор линейной функции ре-
грессии для описания функционирования 
исследуемого явления или процесса лишь 

в редких случаях приводит к адекватным 
результатам. Поэтому возникает необходи-
мость в выборе и оценивании нелинейных 
форм связи между переменными. В работах 
[6, 7] автором предложены модульные ли-
нейные регрессии, в которых регрессорами 
выступают объясняющие переменные, пре-
образованные с помощью операции модуль. 
А например, в [8] рассмотрены неэлемен-
тарные линейные регрессии (НЛР), в кото-
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рых пары объясняющих переменных пре-
образуются с помощью бинарных операций 
min и max. Для оценивания модульных ре-
грессий и НЛР с помощью метода наимень-
ших квадратов (МНК) [9] в [6–8] были раз-
работаны специальные алгоритмы.

Цель исследования состоит в разработ-
ке новых структурных спецификаций ре-
грессионных моделей на основе слияния 
модульных регрессий и НЛР, а также в раз-
работке алгоритма их оценивания с помо-
щью МНК.

Материал и методы исследования
Рассмотрим модульную линейную 

по факторам регрессию с двумя объясняю-
щими переменными [6, 7] вида:

0 1 1 1 2 2 2i i i iy x x           , i = 1,n, (1)
где n – объем выборки; yi – i-е значение 
объясняемой переменной y; xi1, xi2 – i-е зна-
чения объясняющих переменных x1 и x2; 
α0, α1, α2, λ1, λ2 – неизвестные параметры; 
εi – i-я ошибка аппроксимации. Эта модель 
относится к нелинейным по оценивае-
мым параметрам.

Известно [7], что оптимальные МНК-
оценки *

1  и *
2  параметров λ1 и λ2 модуль-

ной регрессии (1) принадлежат промежут-
кам 1 * 1

min 1 maxx x  , 2 * 2
min 2 maxx x  , где 1

minx , 
1
maxx , 2

minx , 2
maxx  – минимальные и максималь-

ные значения переменных x1 и x2. В связи 
с этим алгоритм «OLS-mod» приближенно-
го МНК-оценивания модульной регрессии 
(1) состоит из 3 следующих шагов.

Шаг 1. Найти 1
minx , 1

maxx , 2
minx , 2

maxx .
Шаг 2. На сторонах прямоугольника 

1 1 2 2
min 1 max min 2 max: ,D x x x x      выбрать рав-

номерно p точек, с помощью которых внутри 
области D сформировать сеть из (p + 2)2 точек.

Шаг 3. Перебирая все точки сформи-
рованной сети, оценить все возможные 
регрессии (1) с помощью МНК и выбрать 
из них уравнение с минимальной величи-
ной суммы квадратов остатков.

Чем больше величина p, тем ближе полу-
ченные с помощью алгоритма «OLS-mod» 
МНК-оценки к оптимальным.

Рассмотрим неэлементарную линейную 
по факторам регрессию (НЛР) [8] с двумя 
объясняющими переменными и бинарной 
операцией min вида:
  0 1 1 2min ,i i i iy x k x      ,   i = 1,n, (2)
где k – неизвестный параметр; 2 0ix  , i = 1,n.

Известно, что оптимальная МНК-
оценка k* параметра k НЛР (2) принадлежит 
промежутку kнижн ≤ k* ≤ kверхн, где 

kнижн 
111 21

12 22 2

min , ,..., n

n

xx x
x x x

 
  

 
, 

kверхн  
111 21

12 22 2

max , ,..., n

n

xx x
x x x

 
  

 
. 

Поэтому алгоритм «OLS-min» прибли-
женного МНК-оценивания НЛР (2) форму-
лируется следующим образом.

Шаг 1. Найти kнижн, kверхн.
Шаг 2. На промежутке kнижн ≤ k ≤ kверхн 

выбрать равномерно р точек.
Шаг 3. Перебирая все точки промежут-

ка, оценить все возможные НЛР (2) с по-
мощью МНК и выбрать из них уравнение 
с минимальной величиной суммы квадра-
тов остатков.

Используя вместо объясняющих пере-
менных в НЛР (2) модульные и неэлемен-
тарные конструкции, получим 4 новые 
спецификации регрессионных моделей:

  0 1 1 1 2 2min ,i i i iy x k x          ,   i = 1,n,   (3)

     0 1 1 1 2 1 2 2min min , , min ,i i i i i iy x k x k x k x        ,   i = 1,n,  (4)

   0 1 1 1 1 2 2min , min ,i i i i iy x k x k x         ,   i = 1,n,  (5)

   0 1 1 1 2 2 2min min , ,i i i i iy x k x k x         ,   i = 1,n,  (6)

где k1, k2– неизвестные параметры.
Структура каждой из моделей (3) – (6) 

схожа со структурой двухслойной нейрон-
ной сети: второй скрытый слой содержит 
бинарную операцию min, а в первом скры-
том слое для каждой переменной комбини-
руются операция min и модуль. Поэтому на-
зовем модели (3) – (6) двухслойными НЛР 
с двумя переменными. Как видно, каждая 

из этих моделей имеет по 5 неизвестных па-
раметров и обобщает НЛР (2).

Стоит отметить, что двухслойная НЛР 
(4) по внешнему виду схожа с так называ-
емой вложенной кусочно-линейной регрес-
сией [10], оцениваемой с помощью метода 
наименьших модулей. Разница между ними 
в том, что в модели (4) присутствуют допол-
нительные неизвестные параметры k, α0, α1.
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Аналогично, используя вместо объясняющих переменных в модульной регрессии (1) 
модульные и неэлементарные конструкции, получим еще 4 новые спецификации регрес-
сионных моделей:

 0 1 1 1 1 2 2 2 2i i i iy x x               ,   i = 1,n,   (7)

    0 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2min , min ,i i i i i iy x k x x k x             ,   i = 1,n,   (8)

  0 1 1 1 1 2 1 2 2 2min ,i i i i iy x x k x              ,   i = 1,n,  (9)

  0 1 1 1 2 1 2 2 2 2min ,i i i i iy x k x x              ,   i = 1,n,  (10)

где φ1, φ2 – неизвестные параметры.
Также будем называть модели (7) – (10) 

двухслойными НЛР с двумя переменными. 
Во втором их скрытом слое содержатся опе-
рации модуль, а в первом – операции min 
и модуль. Каждая из этих моделей имеет 
уже по 6 неизвестных параметров.

Введем основанный на алгоритмах 
«OLS-mod» и «OLS-min» универсальный 
алгоритм «OLS-mod&min» приближен-
ного МНК оценивания двухслойных НЛР 
(3) – (10).

Шаг 1. В зависимости от выбранной 
модели определить области возможных зна-
чений неизвестных параметров на первом 
скрытом слое. При этом возможна одна 
из следующих четырех ситуаций:

1) если переменные x1 и x2 преобразуют-
ся операцией модуль, то область
 1 1 2 2

1 min 1 max min 2 max: ,D x x x x     ; (11)
2) если переменная x1 преобразуется 

операцией модуль, а переменная x2 – min, то
 1 1

2 min 1 max: ,D x x   kнижн ≤ k2 ≤ kверхн; (12)
3) если переменная x1 преобразуется 

операцией min, а переменная x2 – модуль, то
 D3: kнижн ≤ k1 ≤ kверхн, 

2 2
min 2 maxx x  ; (13)

4) если переменные x1 и x2 преобразуют-
ся операцией min, то
 D4: kнижн ≤ k1 ≤ kверхн, kнижн ≤ k2 ≤ kверхн. (14)

В одном из этих прямоугольников сфор-
мировать сеть точек размера (p + 2)×(p + 2).

Шаг 2. Используя сформированную 
на первом слое сеть, для каждой ее точ-
ки сформировать в зависимости от формы 
модели области возможных значений не-
известных параметров на втором скры-
том слое. Пусть 1 1 1i iz x   , i = 1,n, если 
на первом слое выбрана операция модуль 
для x1;  1 1 1 2min ,i i iz x k x  , i = 1,n, если 
на первом слое выбрана операция min 
для x1; 2 2 2i iz x   , i = 1,n, если на пер-
вом слое выбрана операция модуль для x2; 

 2 1 2 2min ,i i iz x k x  , i = 1,n, если на первом 

слое выбрана операция min для x2. Возмож-
на одна из следующих двух ситуаций.

1. Если выбрана одна из моделей (3) – 
(6), то каждой точке сформированной на  пре-
дыдущем шаге сети при условиях 2 0iz  , 
i = 1,n поставить в соответствие промежу-
ток kнижн ≤ k ≤ kверхн, где 

kнижн 
111 21

12 22 2

min , ,..., n

n

zz z
z z z

 
  

 
, 

kверхн 
111 21

12 22 2

max , ,..., n

n

zz z
z z z

 
  

 
, 

на котором выбрать равномерно p точек. 
Перебирая все (p + 2)3 точек полученного 
трехмерного массива, оценить все возмож-
ные НЛР с помощью МНК и выбрать из них 
модель с минимальной величиной суммы 
квадратов остатков.

2. Если выбрана одна из моделей (7) – 
(10), то  каждой точке сформированной на  
предыдущем шаге сети поставить в  соответ-
ствие область 1 1 2 2

min 1 max min 2 max: ,P z z z z     , 
где 1

minz , 1
maxz , 2

minz , 2
maxz  – минимальные и мак-

симальные значения переменных z1 и z2, 
в которой сформировать сеть точек размера 
(p + 2)×(p + 2). Перебирая все (p + 2)4 точек 
полученного четырехмерного массива, оце-
нить все возможные НЛР с помощью МНК 
и выбрать из них регрессию с минимальной 
величиной суммы квадратов остатков.

К сожалению, идентификация областей 
неизвестных параметров на первом скры-
том слое по формулам (11) – (14) в алгорит-
ме «OLS-mod&min» гарантирует нахожде-
ние близких к оптимальным МНК-оценок 
при большом p не для всех из моделей (3) – 
(10). Покажем далее, что такая гарантия да-
ется только для регрессий (7) – (10).

Рассмотрим двухслойную модульную 
модель с одной переменной вида:

 0 1 1 1 1i i iy x         , i = 1,n.  (15)

Пусть 1
1 maxx  . Возьмем с этого проме-

жутка случайным образом два любых раз-
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личных числа, например λ1 = λ#, λ1 = λ# + Δ, 
где Δ – разница между этими числами. Тогда 
модель (15) в этих точках принимает формы:

 #
0 1 1 1i i iy x         ,  i = 1,n,  (16)

 #
0 1 1 1i i iy x           ,  i = 1,n. (17)

Если в (17) переобозначить величину 
(Δ – φ1) любой переменной, то получим мо-
дель (16). Из этого следует, что выбор лю-
бой точки с промежутка 1

1 maxx   не меняет 
величину суммы квадратов остатков регрес-
сии (15) в точке оптимума.

Пусть 1
1 minx  . Также возьмем с это-

го промежутка два любых числа λ1 = λ# и 
λ1 = λ# + Δ. Тогда модель (15) в этих точках 
принимает формы:
 #

0 1 1 1i i iy x         , i = 1,n, (18)

 ##
0 1 1 1i i iy x           , i = 1,n. (19)

Если в (19) переобозначить величину 
(Δ + φ1) любой переменной, то получим мо-
дель (18). Следовательно, выбор любой точ-
ки с промежутка 1

1 minx   не влияет на ве-
личину суммы квадратов остатков регрес-
сии (15) в точке оптимума. Таким образом, 
имеет смысл оценивать модель (15) только 
при 1 1

min 1 maxx x  .
Рассмотрим двухслойную неэлементар-

ную модель с одной переменной вида:

 0 1 1 1 2 1min ,i i i iy x k x        , i = 1,n.(20)
Пусть k1 ≥ kверхн. Тогда модель (20) при-

нимает форму 0 1 1 1i i iy x       , i = 1,n. 
Из этого следует, что выбор любой точки 
с промежутка k1 ≥ kверхн не меняет величину 
суммы квадратов остатков регрессии (20) 
в точке оптимума.

Пусть k1 ≤ kнижн. Возьмем с этого проме-
жутка случайным образом два любых раз-
личных числа, например k1 = k#, k1 = k# ∙ Δ, 
Δ > 0. Тогда модель (20) в этих точках при-
нимает формы:

 #
0 1 2 1i i iy k x        , i = 1,n, (21)

 #
0 1 2 1i i iy k x         , i = 1,n. (22)

Если в (22) вынести за знак модуля Δ 
и переобозначить величины α1∙Δ и φ1/Δ лю-
быми переменными, то получим модель 
(21). Следовательно, выбор любой точки 
с промежутка k1 ≤ kнижн не влияет на вели-
чину суммы квадратов остатков регрессии 
(20) в точке оптимума. Таким образом, 
имеет смысл оценивать модель (20) только 
при kнижн ≤ k1 ≤ kверхн.

Представленные рассуждения позволя-
ют сделать вывод, что оптимальные оценки 
параметров первого скрытого слоя двухслой-
ных НЛР (7) – (10) принадлежат промежут-
кам (11) – (14). Поэтому, чем больше выбра-
но значение p, тем ближе полученные с по-
мощью алгоритма «OLS-mod&min» МНК-
оценки моделей (7) – (10) к оптимальным.

Результаты исследования 
и их обсуждение

Для проведения вычислительного экс-
перимента были использованы статисти-
ческие данные из источника [11, с. 478] 
о сменной добыче угля на одного рабочего 
y (в тоннах), мощности пласта x1 (в метрах) 
и уровне механизации работ x2 (в процен-
тах), характеризующие процесс добычи 
угля в 10 шахтах.

Сначала по этим данным с помощью 
МНК была построена линейная регрессия:
 1 23,5393 0,8539 0,367y x x    , (23)
затем с использованием программы МОДУ-
ЛИР-1 модульная регрессия (1):

1 28,611 1,264 11,216 0,383 4y x x     ,(24)
после чего с использованием программы 
НЕЭЛИН НЛР (2) с бинарной операцией min
  1 22,351 0,9902min ,1.854y x x   . (25)

Коэффициенты детерминации R2 ре-
грессий (23) – (25) равны соответственно 
0,8116, 0,8629 и 0,8149.

Предложенный алгоритм «OLS-
mod&min» был реализован в виде скрипта 
на языке hansl пакета Gretl. Сначала с по-
мощью этого скрипта были оценены двух-
слойные НЛР (3) – (6) с бинарной операци-
ей min на втором слое при p = 50:

  1 25,004 1,8107 min 8,3137 ,0.6648 4i iy x x     , (26)

     1 2 1 22,358 1,2984min min ,1.4167 ,0.7631 min ,1.9069i i i iy x x x x      ,   (27)

   1 1 20, 226 11,344min 8,4706 ,0.0866 min ,1.2206i i iy x x x     ,   (28)

   1 2 25,177 1,3312min min ,1.9069 ,21.346 7,451i i iy x x x      .  (29)
Коэффициенты детерминации НЛР (26) – (29) равны соответственно 0,935916, 0,814875, 

0,936727, 0,932029.
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Затем с помощью скрипта были оценены двухслойные НЛР (7) – (10) с операцией мо-
дуль на втором слое при p = 50:

 1 27,635 1,292 11,372 0,431 1,669 5,255 1,28i iy x x       ,   (30)

    1 2 1 28,811 1,015 min , 6,275 1,426 min ,1.784 11,237i i i iy x x x x      ,   (31)

  1 1 222,832 5,187 8,235 3,488 3,192 min ,1.735 8,131i i iy x x x       ,   (32)

  1 2 28,345 1,28 min ,2.176 11,372 1,493 5,255 1,28i i iy x x x       .   (33)
Коэффициенты детерминации НЛР (30) – (33) равны соответственно 0,974875, 0,965205, 

0,909793, 0,976162.

Заключение
В работе с использованием бинарной 

операции min (max) и операции модуль 
предложено 8 новых спецификаций регрес-
сионных моделей, названных двухслой-
ными НЛР. Разработан алгоритм их при-
ближенного оценивания с помощью МНК. 
Успешно проведен вычислительный экспе-
римент, в ходе которого почти все новые мо-
дели, кроме (27), по качеству аппроксима-
ции оказались лучше известных регрессий. 
При этом точнее оказались двухслойные 
НЛР с модулем на втором слое.
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