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Целью исследования является повышение уровня обслуживания посетителей при проведении масштаб-
ных массовых мероприятий. Значительно снизить риски, связанные с возникновением нештатных ситуаций 
при проведении массовых мероприятий возможно с помощью информационных контрольно-пропускных 
систем. Актуальной задачей является разработка математической модели потока пешеходов при прохож-
дении через «узкое место», в частности при выходе из зоны проведения массовых мероприятий, которая 
позволила бы с достаточной степенью точности предсказывать параметры пешеходных потоков и качество 
организации их движения. Модель движения пешеходов при выходе с площадки мероприятия может быть 
описана с помощью многоканальной системы массового обслуживания. Поток заявок и время обслужи-
вания распределены по закону Эрланга. Для нахождения стационарных вероятностей состояний системы 
применен процесс марковизации с помощью метода псевдосостояний. Составлены уравнения равновесия 
системы. Приведен метод построения матрицы интесивностей переходов между состояниями. Разработан 
алгоритм вычисления стационарных вероятностей системы с помощью рекуррентных соотношений и метод 
вычисления характеристик качества организации обслуживания участников мероприятия. Результаты иссле-
дования могут быть использованы при автоматизированном регулировании потоков посетителей с помощью 
информационного табло.

Ключевые слова: пешеходный поток, массовое мероприятие, математическая модель, система массового 
обслуживания

MATHEMATICAL MODEL OF PEDESTRIAN MOVEMENT THROUGH  
A “BOTTLE POINT” DURING MASS EVENTS

Naumova N.A., Lakhtina A.A.
Kuban State University, Krasnodar, e-mail: Nataly_Naumova@mail.ru

The purpose of the study is to increase the level of customer service during large-scale mass events. It is 
possible to significantly reduce the risks associated with the occurrence of emergency situations during mass events 
with the help of information control systems. An urgent task is to develop a mathematical model of the pedestrian 
flow when passing through a “bottleneck”, in particular, when leaving the area of mass events, which would allow 
predicting the parameters of pedestrian flows and the quality of their movement with a sufficient degree of accuracy. 
The model of pedestrian movement at the exit from the event site can be described using a multi-channel queuing 
system. The flow of applications and the service time are distributed according to Erlang’s law. To find the stationary 
probabilities of the states of the system, the Markovization process is applied using the pseudo-state method. 
The equations of equilibrium of the system have been compiled. A method for constructing a matrix of transition 
intensities between states is given. An algorithm for calculating the stationary probabilities of the system using 
recurrent ratios and a method for calculating the quality characteristics of the organization of service for participants 
of the event have been developed. The results of the study can be used in the automated regulation of visitor flows 
using an information board.

Keywords: pedestrian flow, mass event, mathematical model, queuing system

Введение 
При проведении масштабных куль-

турно-массовых мероприятий значитель-
но увеличивается плотность пешеходных 
и транспортных потоков в зоне их проведе-
ния. Возможность предсказывать эти изме-
нения позволяет качественно организовать 
дорожное движение на этот период, мини-
мизировать вероятности возникновения за-
торов, повысить уровень удобства для по-
сетителей мероприятия [1]. Важную роль 
играет моделирование пешеходных пото-
ков в различных ситуациях, возникающих 
при проведении массовых мероприятий. 

Особенно трудно контролировать поведе-
ние пешеходов в случае паники. Во избежа-
ние таких ситуаций организаторам требу-
ется грамотное планирование и подробное 
изучение особенностей поведения посети-
телей [2] с целью прогнозирования следую-
щих параметров:

– время эвакуации зрителей в различ-
ных зонах разграничений; 

– расположение, количество и характе-
ристики эвакуационных выходов;

– пропускная способность в местах пе-
ресечений пешеходных и транспортных 
потоков. 
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При этом управляемыми параметрами 
могут быть время обслуживания, время 
ожидания в местах входа-выхода посе-
тителей (системах массового обслужива-
ния), количество таких систем обслужи-
вания на пути следования, наполняемость 
накопителей. 

Существуют различные виды моде-
лей пешеходных потоков. В общем случае 
они аналогичны моделям транспортных по-
токов и делятся на макроскопические, ме-
зоскопические и микроскопические [3; 4]. 
Макроскопические модели исследуют об-
щие характеристики потока, представляя 
его как поток жидкости. Микроскопические 
уделяют внимание поведению отдельного 
пешехода и его взаимодействию с осталь-
ными участниками движения. Некоторый 
средний между этими методами моделиро-
вания уровень представляют мезоскопиче-
ские модели [5, c. 19].

Актуальной задачей является разработ-
ка математической модели потока пешехо-
дов при прохождении через «узкое место», 
в частности при выходе из зоны проведения 
массовых мероприятий, позволяющей с до-
статочной степенью точности предсказы-
вать параметры пешеходных потоков и ка-
чество организации их движения.

Целью исследования является повы-
шение уровня обслуживания посетите-
лей при проведении масштабных массо-
вых мероприятий.

Материал и методы исследования 
Место проведения мероприятия разде-

ляют на площадку и район мероприятия. 
Площадкой может быть, например, стадион 
или концертный зал. Площадка мероприя-
тия состоит из зоны проведения самого ме-
роприятия с выходами и канализированием 
пешеходных потоков. Районом мероприя-
тия или зоной «последней мили» считает-
ся прилегающая территория и улично-до-
рожная сеть в радиусе около 1500 метров 
от «площадки». 

Значительно снизить риски, связанные 
с возникновением нештатных ситуаций при  
проведении массовых мероприятий, воз-
можно с помощью информационных кон-
трольно-пропускных систем [6]. Их стук-
тура должна соответствовать особенностям 
мероприятия и места его проведения. 

Информационно-пропускные системы 
позволяют управлять движением потоков 
посетителей с помощью, например, ука-
зания направления движения пешеходных 
потоков на информационном табло. В част-
ности, при критической плотности потока 
в одном направлении изменять указания 
по возможному движению потока.

Модель движения пешеходов при про-
хождении через контрольно-пропускной 
пункт может быть описана с помощью си-
стем массового обслуживания [7, с. 23], 
что позволяет получить характеристики 
очереди при выходе из зоны проведения ме-
роприятия. Плотность пешеходного потока 
в этом случае высокая и, согласно различ-
ным исследованиям, она согласуется с нор-
мальным распределением. Нормальный 
закон аппроксимируется в свою очередь 
законом Эрланга [8, c. 70] порядка не ниже 
пятого, который позволяет моделировать 
системы массового обслуживания различ-
ной сложности. 

Результаты исследования  
и их обсуждение

1. Модель пешеходного потока при вы-
ходе с площадки мероприятия

Рассмотрим пешеходные потоки при вы-
ходе с площадки мероприятия и прохож-
дении через узкие двери (через «бутылоч-
ное горло»).

В этом случае пешеходы двигаются пря-
молинейно в b рядов: b1 с одной стороны и  
b2 с другой. Потоки сливаются перед двер-
ным проемом, в котором могут одновремен-
но поместиться m человек.

Можем считать это системой массового 
обслуживания с ожиданием с m каналами 
обслуживания. Так как потоки в этом слу-
чае высокой плотности, то согласно про-
веденным исследованиям можно считать, 
что интервалы по времени между под-
ряд идущими пешеходами распределены 
по нормальному закону. А также поток бы-
стро переходит в стационарное состояние.

Под временем обслуживания будем по-
нимать время прохода через «узкое место» 
(двери) одним человеком. В описываемой 
ситуации это время тоже можно считать 
распределенным по нормальному закону.

Нормальный закон хорошо аппроксими-
руется законом Эрланга при значении пара-
метра k ≥ 5 (рис. 1). 

Итак, имеется m каналов обслуживания, 
очередь можно считать ограниченной, в ней 
могут находиться не более n человек. Поток 
заявок имеет распределение Эрланга поряд-
ка k. Время обслуживания имеет распреде-
ление Эрланга порядка l. Таким образом, 
имеем систему массового обслуживания 
вида / / /k lE E m n . 

В этом случае с помощью метода псев-
досостояний [9, с. 18] можно свести систе-
му к Марковскому процессу.

Закон Эрланга порядка k можно пред-
ставить как сумму k одинаковых показа-
тельных распределений (этапов, фаз или  
псевдосостояний). 
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a)   

б)   

Рис. 1. Виды распределения потоков: а) нормальное распределение (распределение Гаусса);  
б) гамма-распределение (распределение Эрланга)

Для удобства составления матриц ин-
тенсивностей процесса введем следующую 
нумерацию псевдосостояний:

1) для входящего потока (закон Эр-
ланга Ek порядка k с интенсивностью λ) 
псевдосостояние номер 1 совпадает с по-
ступлением предыдущей заявки, псевдо-
состояние номер k – с поступлением теку-
щей заявки; 

2) для процесса обслуживания (закон 
Эрланга El порядка l с интенсивностью μ) 
псевдосостояние номер l совпадает с  по-
ступлением заявки на обслуживание, 
псевдосостояние номер 1 – с окончанием 
обслуживания. 

Пример графа состояний для  СМО 
3 / /1/E M n , СМО / /1/lE nΜ  и  / / 2 /lE nΜ  

приведен на рис. 2. 

2. Математические объекты и обозна-
чения при моделировании системы массо-
вого обслуживания / / /k lE E m n

Введем обозначения:
Ur – множество всех микросостояний, 

в котором в системе находится r заявок;
Ω = {1,2,…,ω} , ω ≤ ∞:

0 1 m n+ω = ω +ω +…+ω , 
где ωq – число состояний на уровне Uq ;

(i,j,r) – псевдосостояние СМО, в котором 
i – номер этапа входящего потока, j – этап об-
служивания, r – число требований в системе;

( )0 1, , , lj j j j= …  – состояние приборов 
на обслуживании, где j0 – число свободных 
приборов, jq – число приборов на этапе об-
служивания номер q, при этом q ≤ l, 0 ≤ jq ≤ m 
и 0 1 lj j j m+ +…+ = .
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Рис. 2. Пример графа состояний:  

а) СМО 3 / /1/E M n ; б) СМО / /1/lE nΜ ; в) / / 2 /lE nΜ

Будем считать, что /j j< , если 

/

0 0

l l
k k

k k
k k

j m j m
= =

<∑ ∑
Для составления матриц необходимо 

упорядочить состояния. 
Пусть N(i,j,r) – номер псевдосостоя-

ния СМО. Будем считать, что:
1) если /r r< , то / /, , , i j i j∀  верно: 
( ) ( )/ / /, , , , N i j r N i j r<
2) если /i i<  , то / , ,  j j r∀  верно: 
( ) ( )/ /, , , , N i j r N i j r<
3) если /j j< , то  ,  i r∀  верно: 
( ) ( )/, , , , N i j r N i j r<
Пусть множество Ω представлено  в  

виде: 0 1 ... ,m n+Ω = Ω ∪Ω ∪ ∪Ω  причем  
i jΩ ≠ Ω   при i ≠ j. 

А также если i < j ,i jα∈Ω β∈Ω , тогда 
α < β.

Обозначим pNl,Nm (t) – вероятность того, 
что система перейдет из состояния Nl в со-
стояние Nm за время t. 

Можно считать, что существует стацио-
нарное распределение,

 ( ), ( )limNm Nl Nm
t

p p t
→∞

= , 

где ,l mN N ∈Ω  и 1Nm
Nm

p
∈Ω

=∑ .

Обозначим ( )1 2( ) , ,...,N N N qq p p p ωπ =  – 
вектор стационарных вероятностей под-
множества Uq.

P(t) – матрица вероятностей одношаго-
вых переходов. 

Q – матрица, состоящая из интенсив-
ностей перехода из состояния Nl в состо-
яние Nm. 
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Элементы матрицы Q следующие:

,
,

( )
,lim Nl Nm

Nl Nm l m

p
N N

τ→∞

τ
ν = ≠

τ
, 

,
,

( ) 1
lim Nm Nm

Nm Nm

p
τ→∞

τ −
ν =

τ
.

Справедливо соотношение: 

, . ,Nm Nm Nl Nm l
Nl Nn
Nm

N
≠
∈Ω

ν = − υ ∈Ω∑

Для удобства записи уравнений состоя-
ний СМО разобьем матрицу Q на следую-
щие блоки:

Qαβ – прямоугольная матрица α βω ×ω ,  
состоящая из интенсивностей перехода из  
состояния lN α∈Ω  в состояние mN β∈Ω .

При выбранной нумерации в матрицах 
Qαβ элементы над главной диагональю зави-
сят только от параметров входящего потока, 
а элементы под главной диагональю – от ха-
рактеристик обслуживания.

Уравнения равновесия системы следу-
ющие: 

 
00 10

1, , 1.

1, ,

(0) (1) 0
( 1) ( ) ( 1) 0, 1
( 1) ( ) 0

i i i i i i

n m n m n m n m

Q Q
i Q i Q i Q i n m
n m Q n m Q

− +

+ − + + +

π ⋅ + π ⋅ =

π − ⋅ + π ⋅ + π + ⋅ = ≤ ≤ +
π + − ⋅ + π + ⋅ =

  (1)

3. Метод построения элементов ма-
трицы Qαβ

1. Элементы блоков Qr,r+1 соответствуют 
переходам из псевдосостояния (i,j,r) уровня 
Ur в псевдосостояние ( )/ , , 1i j r +  уровня 
Ur+1. Все элементы нулевые, кроме элемен-
тов при /1,i i k= =  (для входящего пото-
ка Ek ), которые равны kλ.

 2. Элементы блоков Qr,r–1 соответствуют 
переходам из псевдосостояния (i,j,r) уровня 
Ur в псевдосостояние ( )/, , 1i j r −  уровня 
Ur–1. Ненулевыми элементы блока (при об-
служивании El) будут при выполнении сле-
дующих условий:

/ /
1 1 1, , 2 1q qj j i i q l− = = ≤ ≤ − , 

0/
0

0

1,
,

j r m
j

j r m
+ ≤

=  > , 

 
/ ,

1,
l

l
l

j r m
j

j r m
≤

=  + > .  (2) 
Равны они соответственно (j1,lμ).
3. Блоки Qr,r квадратные. Элементы, сто-

ящие под главной диагональю, будут нену-
левыми только при условии, что для j и /j  
существует единственный индекс q, 0 ≤ q ≤ l, 
такой, что / 0q qj j− > , для остальных ин-
дексов / 0q qj j− ≤ . Соответствующие эле-
менты равны (jq,lμ). Остальные элементы 
под главной диагональю равны нулю. Эти 
элементы характеризуют переход из (i,j,r) 
в ( )/, ,i j r .

Элементы, стоящие над главной диаго-
налью, будут ненулевыми только при усло-
вии, что / 1i i= + . Равны они соответствен-

но (kλ). Остальные элементы над главной 
диагональю равны нулю. Эти элементы ха-
рактеризуют переход из (i,j,r) в ( )/ , ,i j r .

4. Алгоритм вычисления стационарных 
вероятностей СМО / / /k lE E m n :

1) определить множество состоя-
ний СМО Ω = {(i,j,r)} и его уровни Ur;

2) определить блоки Qαβ, составляющие 
матрицу Q интенсивностей переходов;

3) найти решение системы (1) с помо-
щью рекуррентных соотношений:

3.1) найти матрицы Di, 1 ≤ i ≤ n:

( ) 1
1 , 1 1, 1 2 2, 1 1, 0i i i i i i i i nD Q Q D Q D

−

+ + + + + + + += − ⋅ + =

Dn+1 = 0
3.2) найти π(0) из системы уравнений:

 
( )0,0 1 1,0

1
1 1

(0) 0

(0) 1
kn

j n
k j

Q D Q

E D E ×
= =

π ⋅ + =

  
π ⋅ + = 
  

∑∏
,  (3)

где E – единичная матрица, En×1 – столбец 
из единиц.

3.3) найти π(i), 1 ≤ i ≤ n, используя ре-
куррентное соотношение:

( ) 1( 1) ii i D +π + = π

5. Вычисление характеристик пешеход-
ного потока при выходе из зоны проведе-
ния мероприятий.

После определения стационарных ве-
роятностей ( )1 2( ) , ,...,N N N qq p p p ωπ =  на  
уровне Uq появляется возможность опреде-
ления характеристик системы. Обозначим 
сумму стационарных вероятностей на уров-
не Uq как π(q)Σ.
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Tогда:
1) среднее число требований в очереди: 

( )
1

( )
n

Q
r

N r r m ∑
=

= ⋅π +∑
2) среднее число заявок в системе:

( )
1

( )
n

r
N r r ∑

=

= ⋅π∑
3) среднее время ожидания в очереди: 

( )
1

( )
n

Q r
r r mN

T
k k

∑
=

⋅π +
= =

λ λ

∑

Заключение 
При проведении масштабных массовых 

мероприятий неотъемлемой частью являет-
ся качественный и количественный анализ 
потоков посетителей. В связи с этим акту-
альной задачей является математическое 
моделирование ситуаций, возникающих 
в зоне проведения мероприятия. В данной 
работе приведен метод моделирования пе-
шеходного потока при выходе из зоны про-
ведения массовых мероприятий, который 
можно отнести к классу мезоскопического 
моделирования. Метод позволяет рассчиты-
вать характеристики качества организации 
обслуживания участников мероприятия 
и может быть использован при автоматизи-
рованном регулировании потоков посетите-
лей с помощью информационного табло.
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