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В данной работе обсуждается математическая модель динамики популяции с учетом промысла в раз-
личных экономических условиях, позволяющая на основе численного анализа осуществлять оптимизацию 
фискальных инструментов для обеспечения устойчивости численности промысловых пород. Предполагает-
ся, что продуктивность промысла пропорциональна популяции. Исследуются различные формы контроля 
промысла: управление собственником, свободный доступ участников при отсутствии контроля и регулиро-
вание путем введения косвенного налога. Последняя постановка сводится к задаче метаоптимизации вели-
чины налога, при котором участники промысла, действуя в своих интересах, обеспечат устойчивое и мак-
симально эффективное использование природных ресурсов. Было выявлено, что в случае бесконтрольного 
промысла существует опасность вымирания в случае, если промысел остается выгодным даже при критиче-
ской величине популяции. Если данный сценарий не реализуется, то популяция стабилизируется на уровне, 
при котором экономическая прибыль от промысла равна нулю. Организация промысла собственником эко-
системы и регулирование за счет косвенного налога при оптимальном решении обеспечивает равновесное 
значение популяции, при котором доход от использования природных ресурсов максимален. Данный режим 
можно считать оптимальным, если основная цель защиты природы состоит в долгосрочном поддержании ее 
состояния, благоприятном для человека.
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Устойчивость популяций является важ-
ным аспектом защиты природы, а в случае 
промысловых видов имеет также большое 
экономическое значение. Задача оптимиза-
ции интенсивности промысла достаточно 
изучена [1–3]. Авторы [2] отмечают пробле-
му избыточной ловли рыбы с превышени-
ем оптимальных значений в Средиземном 
море. Решение проблемы позволит поддер-
живать биоразнообразие. Моделирование 
промысла в экосистеме, содержащей по-
тенциально вредный вид и взаимодействие 
вида хищник – жертва, описано в работе [4]. 

Как отмечают авторы, в такой биосистеме 
повышение плотности динофлагеллятного 
фитопланктона может привести к суще-
ственному вреду здоровью и экономиче-
ским последствиям, поэтому такие экоси-
стемы следует контролировать с особой 
бдительностью. Следует отметить важность 
обеспечения экологической устойчивости 
для человечества [5]. Рост численности 
человечества и уровня потребления приво-
дит к повышению антропогенной нагрузки 
на природную среду, что сводится к исчер-
панию природных ресурсов и загрязнению. 
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Для сохранения уровня жизни человече-
ства необходимо повышать эффективность 
использования природных ресурсов. Эта 
задача сводится к обеспечению параметров 
промысла, обеспечивающего максимиза-
цию прибыли при сохранении устойчиво-
сти популяции. Такой режим соответствует 
случаю полностью контролируемого про-
мысла, реализуемого при плановой эконо-
мике или частной собственности на место 
обитания популяции. В условиях рыночной 
экономики обеспечение оптимального объ-
ема промысла может регулироваться путем 
введения экологических налогов [6, 7]. 
Регулирование налогообложения на осно-
ве модели динамики популяции в аграр-
ной стране рассматривается в работе [8]. 
Рассматриваются два варианта: небольшое 
население, облагаемое налогом по высо-
кой ставке, нестабильное к небольшим 
колебаниям, или большее население, об-
лагаемое налогом по более низкой ставке, 
которая является стабильной. Данная зада-
ча с точки зрения динамики системы ана-
логична задаче об оптимизации промысла. 
Возникновение и поддержание цикличе-
ских процессов в экономике рассмотрено 
в работе [9]. В данной работе рассмотрены 
циклы в различных условиях. Ключевым 
фактором цикличности является задержка 
в реакции системы на изменяющиеся ус-
ловия, например постепенное нарастание 
дефицита ресурса по мере его чрезмерного 
использования. 

Целью исследования является исполь-
зование подхода, основанного на анализе 
нелинейной динамической системы, вклю-
чающей в себя взаимосвязи динамики по-
пуляции с учетом внешних воздействий. 
Выход за пределы статистического подхода, 
предложенного в [9], позволяет различать 
естественную динамику управляемого объ-
екта и результат влияния на него решений, 
принимаемых на более высоком уровне [10]. 
Под метаоптимизацией понимается много-
уровневая оптимизация [11]. Взаимосвязь 
двух смежных уровней заключается в том, 
что управляемые переменные на верхнем 
уровне являются параметрами на нижнем 
уровне. В результате этого каждое вычис-
ление целевой функции на верхнем уров-
не требует решения задачи оптимизации 
на нижнем уровне. При увеличении количе-
ства уровней требуется существенно боль-
ший объем вычислений, особенно в случае 
невыпуклости на некоторых уровнях.

Постановка задачи и ее анализ
Рассмотрим модельную экосистему, в  

которой существует один промысловый вид. 

Его популяция определяется дифференци-
альным уравнением 

 ( )( )
( )
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dt N x K

− −
= −

+
, (1)

где x(t) – популяция, a – коэффициент роста 
популяции без учета внутривидовой конку-
ренции и негативного влияния малой плот-
ности на скорость размножения, L – крити-
ческий размер популяции, K – равновесный 
размер популяции в отсутствие промысла, 
N – характерный размер популяции, β – ин-
тенсивность промысла, Q = xβ – объем про-

мысла, ( )( )
( )

ax x L K x
N x K
− −

+
 – естественный 

прирост популяции,
Равновесная популяция имеет место 

при интенсивности промысла, определяе-
мой соотношением
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a x L K x
N x K

β
− −
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+

. (2)

Для формулирования задачи оптимиза-
ции рассмотрим экономический аспект про-
мысла. В отличие от работы [4, 12], эластич-
ность спроса по цене на продукт промысла 
при количественном анализе не учитывает-
ся. Расходы на промысел определяются со-
отношением C = dβ + βxT, где d – расходы 
на единицу интенсивности промысла с уче-
том равновесной нормы прибыли и всех 
обязательных налогов и сборов, не связан-
ных с объемом улова; T – косвенный налог 
на единицу улова, который оптимизируется 
в данной работе. Доход от промысла опре-
деляется соотношением R = Pxβ, где P – 
доход от продажи единицы улова с учетом 
только прямых налогов, величина которых 
связана с размером улова. Таким образом, 
экономическая прибыль от промысла равна 
 V = R – C = Pxβ – dβ – βxT. (3)

Рассмотрим три задачи оптимизации, 
соответствующие следующим условиям: 

1. Весь промысел в экосистеме контро-
лируется его собственником. На рынке су-
ществует много участников, каждый из ко-
торых не влияет на цену единицы улова.

2. Промысел бесконтрольный, и лю-
бой желающий может участвовать в нем, 
влияние каждого отдельного участника на  
динамику популяции пренебрежимо мало. 

3. Промысел регулируется введением 
налога на единицу улова, и любой желаю-
щий может участвовать в промысле. Влия-
ние каждого отдельного участника промыс-
ла на популяцию пренебрежимо мало.
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Основные предположения: отсутствует 
несанкционированный промысел; погреш-
ность параметров, связанных с популяцией 
и экономикой, а также влияние такой по-
грешности на устойчивость системы рас-
сматривается только в форме воздействия 
малых возмущений на систему; время ре-
акции участников промысла на изменение 
экономических условий не учитывает-
ся; динамика перехода между режимами 
не рассматривается, а учитывается только 
наличие и устойчивость стационарных ре-
жимов экосистемы и промысла.

Первая задача сводится к максимизации 
экономической прибыли за счет изменения 
интенсивности промысла α при отсутствии 
косвенного налога (T = 0): V → max и β ≥ 0, 
при котором существует устойчивое стаци-
онарное состояние популяции. 

Согласно условиям второй задачи, каж-
дый участник промысла принимает реше-
ние самостоятельно. Таким образом, если 
при  данной интенсивности промысла V / β > 0,  
экономическая прибыль на единицу про-
мысла положительная, то его интенсивность 
увеличивается, а при V / β < 0  уменьшается. 
В случае нулевой интенсивности промысел 
может возобновиться при ( )

0
lim 0
â

V β
→+

> .   
Отсутствие промысла не способствует убыли 
популяции и, как следствие, не несет риска 
устойчивости экосистеме, поэтому данный 
случай далее не рассматривается. Таким обра-
зом, задача сводится к поиску решений вида

 
0

0

V

dx
dt

β
 =

 =

. (4)

В третьей задаче рассматривается ме-
таоптимизация регулирования косвенно-
го налога на единицу улова, и она сводит-
ся к двухуровневой задаче оптимизации. 
На нижнем уровне выполняется модели-
рование оптимального поведения про-
мысловиков, аналогичное второй задаче 
без предположения о нулевом значении 
косвенного налога. На верхнем уров-
не выполняется оптимизация величины 
косвенного налога с учетом его влияния 
на оптимальность действия промыслови-
ков. Основное ограничение при регулиро-
вании – обеспечение устойчивости экоси-
стемы, то есть обеспечение равновесной 
популяции не меньше L. В качестве целе-
вой функции можно рассмотреть макси-
мизацию суммы экономической прибыли 
и собранного налога. Так как экономиче-
ская прибыль промысловиков равна нулю 
в равновесных условиях, целевая функция 
примет вид F = Tβx.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Для решения всех трех задач необходи-
мо найти стационарные состояния систе-
мы, описанной уравнением (1), и прове-
рить их устойчивость, для этого запишем 
уравнение

 ( )( )
( )

0
ax x L K x

x
N x K

β
− −

− =
+

, (5)

x = 0 – является одним из корней. Данный 
режим соответствует полному вымиранию 
популяции и поэтому не считается прием-
лемым с практической точки зрения. 

Решая уравнение относительно x, полу-
чаем

 
( ) ( ) ( )( )2

1

4
2

Ka La K Ka La K a KLa NK
x

a
β β β+ − − + − − +

= ,  (6) 

 
( ) ( ) ( )( )2

2

4
2

Ka La K Ka La K a KLa NK
x

a
β β β+ − + + − − +

= . (7)

Устойчивому режиму равновесия соот-
ветствует решение (7) при условии, что оно 
отличается от (6). В качестве критерия 
устойчивости рассмотрим условие поло-
жительности дискриминанта уравнения (6) 
относительно переменной β. Запишем эко-
номическую прибыль как функцию от рав-
новесной популяции x и известных пара-
метров, предполагая, что интенсивность 
промысла соответствует всему естественно-

му приросту популяции, а косвенный налог 
отсутствует V = R – C = Pxβ – dβ, а с учетом 
(5), получим зависимость интенсивности 
промысла как функции популяции:

 
( )( )

( )
a x L K x

N x K
β

− −
=

+
. (8)

Величина промысла должна быть неот-
рицательна, поэтому получим ограничения 
x ≥ L, x ≤ K, которые соответствуют усло-
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вию неуменьшения популяции в отсутствие 
промысла, причем x = L – неустойчивое со-
стояние равновесия. Путем алгебраических 
преобразований (2), (3) и (8), при отсут-
ствии косвенного налога, получим зависи-
мость экономической прибыли от равновес-
ной популяции
 ( )( )( ) ( )( )V x a x L K x Px - d N x K= − − +       .

Учитывая указанные ранее ограниче-
ния, получение экономической прибыли 
возможно, если размер популяции удов-
летворяет условию (Px – d) > 0. Достижи-
мость этого условия в популяции имеет 
место, если PK > d. Это значит, что затра-
ты на промысел меньше стоимости улова 
при максимальной популяции. Устойчи-
вость экосистемы определяется возможно-
стью уменьшения популяции ниже кри-
тического значения L, при котором убыль 
имеет место даже в отсутствие промысла 
и восстановление популяции возможно 
только мерами, не рассмотренными в дан-
ной математической модели популяции. 
В случае отклонения от оптимального ре-
жима промысла имеет место уменьшение 
прибыли, что формирует отрицательную 
обратную связь. Неточность в определе-
нии параметров экосистемы может быть 
выявлена по факту уменьшения популяции 
и, как следствие, улова на единицу интен-
сивности промысла. Вымирание популяции 
возможно только при критических ошибках 
управления промыслом или в экстремаль-
ных условиях. При наличии эластичности 
спроса увеличение объемов вылова умень-
шает рыночную цену за единицу. С одной 
стороны, это снижает рост прибыли от по-
вышения интенсивности промысла. С дру-
гой стороны, в случае снижения популяции 
ниже оптимального значения цена за едини-
цу улова вырастает, что может способство-
вать созданию стимула к промыслу даже 
в критических условиях. 

Для решения второй задачи выпол-
ним анализ устойчивости экосистемы 
при бесконтрольном промысле. В этих ус-
ловиях нет единого центра принятия ре-
шений по контролю популяции с учетом 
эластичности спроса, поэтому цена посто-
янна. Целесообразность промысла опре-
деляется балансом доходов и расходов 
с учетом нормы прибыли (4), что приводит 
к соотношению x = (d/P). Таким образом, 
интенсивность промысла будет возрастать 
при популяции x > (d/P) и убывать в против-
ном случае. Для обеспечения стационарно-
го режима улов должен быть уравновешен 
естественным приростом популяции. Если 
для размера популяции значение естествен-
ного прироста положительное, то размер 

популяции будет постоянным, в противном 
случае будет происходить его уменьшение. 
В случае (d/P) < L промысел будет выгоден 
для участников даже при популяции ниже 
критического значения, до того как попу-
ляция упадет до x = (d/P), далее промысел 
перестанет быть экономически целесоо-
бразным, но плотность популяции будет на-
столько мала, что произойдет ее вымирание 
даже при отсутствии внешних воздействий. 
В реальных условиях реакция участников 
промысла на изменение условий происхо-
дит с некоторой задержкой, что приводит 
к формированию квазипериодической ди-
намики промысла и, как следствие, являет-
ся фактором неустойчивости. 

Для решения третьей задачи рассмо-
трим принятие решений на двух уровнях. 
Участники промысла находятся на нижнем 
уровне. В данном случае равновесная по-
пуляция в результате действий промысло-
виков зависит от налога и определяется со-
отношением x = d/(P–T). Для обеспечения 
устойчивости экосистемы сумма налога 
должна быть такой, что размер равновесной 
популяции превосходит критическое значе-
ние L, что в результате приводит к неравен-
ству d/(P–T) > L. Подставляя (2) в целевую 
функцию с учетом значения T, получаем 
выражение 

( )( )( ) ( )F a x L K x Px - d N x K= − − +       .
Динамика популяции при оптимальном 

значении косвенного налога будет идентич-
на случаю централизованного управления 
промыслом. Основное различие состоит 
в методах регулирования: вместо непосред-
ственного планирования интенсивности 
промысла следует регулировать величину 
налога. Всю стоимость улова можно разде-
лить на экономические издержки (включа-
ющие в себя расходы на промысел и норму 
прибыли) и доход от использования при-
родных ресурсов, который получает соб-
ственник, реализующий свои права. Таким 
собственником может быть как частная 
компания, осуществляющая промысел, так 
и государство. Оба варианта более благо-
приятны, чем бесконтрольный промысел 
как с экономической (позволяя получать до-
ход от природных ресурсов), так и с эколо-
гической точки зрения (обеспечивая устой-
чивость экосистемы). 

На рисунке показана зависимость рав-
новесного объема промысла Q, экономиче-
ской прибыли от промысла V в отсутствие 
налога в зависимости от равновесной попу-
ляции x. Как было отмечено выше, при госу-
дарственной собственности на экосистему 
зависимость суммы налога от равновесной 
популяции идентична V. 
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Экономические характеристики промысла при a = 1, L = 1, K = 2, N = 2, d = 3  
и различных значениях цены a – P = 3, б – P = 5

Как видно из рисунка, а, при меньшей 
цене промысел становится экономически 
нецелесообразным при значениях числен-
ности популяции около критических даже 
в отсутствие косвенного налога, о чем 
свидетельствует асимптотика кривой V(x) 
в окрестности x = L. 

В результате чего поддерживается 
равновесная популяция, соответствующая 
пересечению кривой V(x) с осью абсцисс. 
На рисунке, б, видно, что в отсутствие 
регулирования промысел остается выгод-
ным при любом значении популяции выше 
критического, что без принятия мер при-
ведет к вымиранию популяции. При кон-
троле промысла, как прямом управлении, 
так и регулировании косвенным налогом 
[13], режим использования природных ре-
сурсов будет соответствовать максимуму 
функции V(x). В окрестности x = K есте-
ственный прирост популяции замедля-
ется ввиду внутривидовой конкуренции, 
что не позволяет поддерживать равно-
весие только при промысле малого объ-
ема. Как видно из рисунка, максимальный 
объем прибыли достигается при боль-
шем значении размера популяции, чем 
максимум объема промысла. Это связано 
с уменьшением требуемой интенсивно-
сти промысла и, как следствие, расходов 
на него при большем размере популяции. 
В данной работе не рассматриваются эко-
системы, находящиеся внутри границ не-
скольких государств, в которых имеет ме-
сто миграция особей [14].

Заключение
На основе поставленной задачи и ис-

пользования приемов анализа динамиче-
ских систем показаны преимущества ре-
гулирования промысла и возможность 

получения максимальной отдачи от экоси-
стемы. Для бесконтрольного промысла по-
пуляция убывает до значений, при которых 
доходы промысла равны расходам на него, 
что нивелирует экономию промысловиков 
на косвенных налогах. Введение косвенно-
го налога является практической реализаци-
ей принципа принадлежности природных 
ресурсов государству и его народу. В рам-
ках предложенного подхода рациональное 
природопользование приводит к макси-
мизации экономической прибыли. С точ-
ки зрения экологии данный режим можно 
считать оптимальным, если основная цель 
защиты природы состоит в долгосрочном 
поддержании ее состояния, благоприятном 
для человека. 
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