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Искусственные нейронные сети (РБФ-сети), основанные на радиально-базисных (то есть радиально-
симметричных) функциях, представляют собой класс нейронных сетей прямого распространения, впервые 
предложенный в 1988 г. В данной работе было проведено исследование влияния выбора активационной 
функции на интерполирующую способность. Для решения поставленной задачи было разработано про-
граммно-алгоритмическое обеспечение для исследования и анализа интерполирующей способности ней-
ронных сетей с различными радиально-базисными функциями в одномерных и многомерных задачах. 
Исходя из полученных результатов, можно рекомендовать к использованию в РБФ-сетях функцию Гаусса 
и Коши. Функции Лапласа, Вигнера и кусочно-линейная показали неоднозначный результат, который объяс-
няется в первую очередь их недифференцируемостью в отдельных точках области определения. Проведено 
исследование влияния структуры нейронной сети и величины параметра насыщения радиально-базисной 
функции на ошибку аппроксимации. Функция Гаусса не всегда дает наиболее точное описание эксперимен-
тальных зависимостей при решении задач нейросетевого моделирования, в том числе задач интерполяции 
зависимостей, поэтому можно рекомендовать на этапе инициализации РБФ-сети подбирать не только пара-
метр насыщения, центры, но и вид самой радиально-базисной функции. Однако крайне желательно, чтобы 
она была дифференцируема во всех точках, принадлежащих области измерения.
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Artificial neural networks (RBF networks) based on radial-basis (that is, radially symmetric) functions are a 
class of neural networks of direct propagation, first proposed in 1988. In this paper, the influence of the choice of 
the activation function on the interpolating ability was carried out To solve the problem, software and algorithmic 
software was developed for the study and analysis of the interpolating ability of neural networks with various radial-
basis functions in one-dimensional and multidimensional problems. Based on the results obtained, the Gaussian and 
Cauchy function can be recommended for use in RBF networks. The Laplace, Wigner and piecewise linear functions 
showed an ambiguous result, which is explained primarily by their non-differentiability at certain points in the 
domain of definition. The influence of the neural network structure and the value of the saturation parameter of the 
radial basis function on the approximation error has been studied. The Gaussian function does not always give the 
most accurate description of experimental dependencies when solving neural network modeling problems, including 
dependency interpolation problems, therefore, it can be recommended at the initialization stage of the RBF network 
to select not only the saturation parameter, centers, but also the type of the radial basis function itself. However, it is 
highly desirable that it be differentiable at all points belonging to the measurement domain.
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Искусственные нейронные сети (РБФ-
сети), основанные на радиально-базисных 
(то есть радиально-симметричных) функ-
циях, представляют собой класс нейронных 
сетей прямого распространения, впервые 
предложенный в 1988 г. в [1]. РБФ-сети из-
начально предназначались для интерполя-
ции и аппроксимации одномерных и мно-
гомерных данных [2], но их также можно 

использовать для решения задач кластери-
зации [3] и классификации данных [4].

Искусственные нейронные сети на ос-
нове радиально-базисных (иначе – радиаль-
но-симметричных) функций (РБФ-сети)  – 
один из классов нейронных сетей прямого 
распространения, впервые предложенный 
в 1988 г. в работе [1]. Изначально предна-
значенные для интерполирования и ап-
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проксимации одномерных и многомерных 
данных [2], РБФ-сети могут также исполь-
зоваться при решении задач кластеризации 
[3] и классификации данных [4]. Однако 
основная цель данной работы  – иссле-
довать интерполирующую способность 
РБФ-сетей в одномерных и многомерных 
задачах при выборе различных видов акти-
вационной радиально-базисной функции. 
Для достижения поставленной цели реша-
ются следующие задачи:

– выбор вида радиально-базисных функ-
ций для сравнения;

– разработка специализированного про-
граммно-алгоритмического обеспечения 
для расчетов;

– сравнительный анализ интерполирую-
щей способности РБФ-сетей для одномер-
ных и многомерных задач;

– сравнительный анализ интерполирую-
щей способности РБФ-сетей для различных 
видов активационной функции.

Общая структура и алгоритм обучения 
РБФ-сети

Структура РБФ-сети содержит два слоя 
нейронов. Выходы первого слоя активи-
руются множеством радиально-базисных 
функций, как правило, функциями Гаусса 
(функция 1):

	 ( ) ( )exph x x cα= − ⋅ −


  

, 	 (1)
где c   – вектор центров (координат верти-
кальных осей симметрии функции) множе-
ства радиально-симметричных функций; 

x c−
    – евклидова норма вектора откло-

нений входной переменной от центров ра-
диально-симметричных функций; α – пара-
метр насыщения.

Альтернативы функции Гаусса (рис. 1) 
предложены в работе [5]. К ним относятся:

– функция Лапласа (функция 2):

	 ( ) ( )exph x x cα= − ⋅ −


  

;	  (2)

– функция Коши (функция 3):

	 ( ) ( ) 121h x x cα
−

= + −
   ; 	 (3)

– кусочно-линейная функция (функция 4): 

	 ( ) { }max 0,1h x x cα= − −
  

; 	 (4)

– кусочно-нелинейная функция Вигнера 
(функция 5):
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(5)

В последнем соотношении использу-
ются следующие дополнительные обо-
значения: n – размерность задачи; r – пре-
дельный разрешенный радиус отклонения 
входных переменных от центров радиаль-
ных элементов.

Следует отметить, что перечисленные 
функции по-разному ведут себя в части об-
ласти определения, задействованной в вы-
числениях нейронной сети. 

Рис. 1. Варианты функций для использования в РБФ-сетях
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Одна из наиболее существенных осо-
бенностей  – негладкость ряда функций 
(Вигнера, Лапласа и кусочно-линейной за-
висимости) в отдельных точках, что затруд-
няет оптимизацию параметров их настрой-
ки. Тем не менее принципиально разная 
поверхность отклика делает эти функции 
интересными для исследования возможно-
сти их применения в РБФ-сетях.

Состав и количество входов и выхо-
дов определяются решаемой задачей [3]. 
Входы соответствуют аргументам интер-
полирующей зависимости. Выходы соот-
ветствуют ее отклику. Первый из двух сло-
ев (скрытый слой) содержит радиальные 
элементы, служащие для оценки степени 
отклонения входов от узловых векторов. 
Количество нейронов скрытого слоя мо-
жет варьироваться от одного до числа, 
не превышающего количество обучающих 
примеров. Выходы нейронной сети пред-
ставляют собой линейные комбинации вы-
ходов нейронов скрытого слоя [6].

В начале обучения РБФ-сети задаются 
центры радиально-базисных функций и па-
раметр насыщения. Теоретически значения 
параметра насыщения могут быть разными 
для нейронов скрытого слоя. Далее методами 
линейной алгебры рассчитываются весовые 
коэффициенты линейного выходного слоя:

	
1T T

H HW YH
−

 = ⋅ ⋅ ⋅ 
 

, 	 (6)

где H   – характеристическая матрица 
значений радиально-базисных функций, 
количество строк которой равно количе-
ству обучающих примеров, а количество 

столбцов  – количеству скрытых нейронов; 
Y  – матрица выходов с количеством строк, 
равным числу обучающих примеров, и ко-
личеством столбцов, равным числу выходов 
нейронной сети.

Постановка задачи интерполирования, 
исходные данные

При решении одномерной задачи ин-
терполирования РБФ-сеть будет иметь один 
вход и один соответствующий ему выход 
(рис. 2). Для интерполирования данных ис-
пользуем, например, 5 узловых точек, кото-
рые будут соответствовать центрам ради-
альных элементов скрытого слоя.

При многомерном интерполировании 
количество входов сети должно соответство-
вать размерности задачи. Как и в первом слу-
чае, сеть будет иметь единственный выход 
(рис. 3). Для двумерной задачи интерполиру-
ющая способность, эквивалентная одномер-
ному варианту с пятью узлами, ожидается 
в случае уже 25 скрытых нейронов (количе-
ство всех возможных сочетаний узлов интер-
поляции). Для трехмерной задачи – в случае 
125 скрытых нейронов. Соответствующим 
образом размерность задачи влияет и на тре-
буемый объем обучающей выборки.

Проблема степенного роста объема вы-
числений для задач интерполирования вы-
сокой размерности с помощью РБФ-сетей 
решается в работе [7]. Здесь слой много-
мерных радиально-базисных функций заме-
няется двумя скрытыми неполносвязными 
слоями: первый – одномерные радиальные 
элементы, второй – вычислительный слой, 
группирующий и обрабатывающий опреде-
ленным образом выходы первого. 

Рис. 2. Структура РБФ-сети для интерполирования одномерной зависимости
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Рис. 3. Структура РБФ-сети для интерполирования двумерной зависимости  
с пятью узлами интерполяции

В результате такой замены объем вычис-
лений сокращается, а вычислительная ошиб-
ка (как средняя, так и максимальная по вы-
борке) в большинстве случаев уменьшается. 

На основе набора доступных экспери-
ментальных данных необходимо опреде-
лить наиболее точную настройку для РБФ-
сети и рассчитать веса нейронов выходного 
слоя, чтобы найти одну и ту же многомер-
ную зависимость y = y(x→) на обучающей 
выборке для любой возможной комбинации 
значений независимых переменных, кото-
рые охватывают диапазон изменения пере-
менных в обучающей выборке.

Разработка  
программно-алгоритмического 

обеспечения для расчетов
Специализированное программно-алго-

ритмическое обеспечение для интерполиро-
вания зависимостей нейронной РБФ-сетью 
было разработано на языке программиро-
вания C++11 [8, 9] с использованием муль-
типлатформенного фреймворка Qt 5.8 [10]. 
Программа содержит системные вкладки, 
отвечающие за настройку нейронной сети, 
выбор обучающих примеров и интерфейс 
вывода результатов работы. Формат предо-
ставления результатов моделирования до-
статочно гибкий, что позволяет максималь-
но удобно использовать ее функциональные 
возможности для проведения поставленной 
исследовательской задачи. 

Для корректной работы программ-
ного комплекса необходимо устройство 
под управлением операционной системы 
Windows, 60 МБ ОЗУ и примерно 80 МБ 

памяти на жестком диске, а также наличие 
встроенной видеокарты [11]. При работе 
программы производится автосохранение 
результатов работы программы, а также 
всех параметров настройки нейронной сети 
и обучающей выборки. При запуске про-
граммный комплекс в случае обнаружения 
автосохранения подгружает прошлое состо-
яние сети. Все данные пользователь может со-
хранять в ручном режиме для  последующего 
использования. На рис. 4  показана форма 
конфигурации РБФ-сети. Вкладку можно 
использовать, чтобы установить структу-
ру (количество скрытых нейронов), также 
установить параметры насыщения, вы-
брать центры радиальных элементов и вы-
числить весовые коэффициенты выходного 
слоя. Центры радиальных элементов могут 
задаваться автоматически с учетом коли-
чества экспериментальных точек и плот-
ности их распределения по оси независи-
мой переменной.

На рис. 5 показан графический вывод 
результатов интерполяции одномерной 
функции. Пользователь может настроить 
формат визуализации графика, масштаби-
ровать его, распечатать, сохранить в файл.

Исследование влияния выбора  
радиально-базисной функции  
на ошибку интерполирования

Разработанное программно-алгоритми-
ческое обеспечение использовано  для  ис-
следования и анализа интерполирующей 
способности нейронных сетей с различны-
ми радиально-базисными функциями в од-
номерных и многомерных задачах [12].
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Рис. 4. Форма настройки РБФ-сети

Рис. 5. Форма графического вывода результата интерполирования одномерной функции

Рассматривались одномерная РБФ-сеть с 5 скрытыми нейронами и двумерная РБФ-сеть 
с 25 скрытыми нейронами. Для генерации обучающих и тестовых данных использованы 
следующие нелинейные зависимости:

	 ( ) ( )( )1 exp sin 1,4 1,2F x x= − ; 	 (7)

	 ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 1 2, exp sin 1,4 exp sin 0,5 2,2F x x x x= + + − . 	 (8)
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Результаты средних относительных ошибок сетей  
с разными радиально-базисными функциями

Функция  
Гаусса

Функция 
Лапласа

Функция 
Коши

Кусочно-линейная 
функция

Функция 
Вигнера

F1(x) 2,5 3,7 2,3 3,4 2,3

F2(x1, x2) 2,3 3,3 2,8 1,9 4,9

Рис. 6. Описание исходных данных нейронными сетями с различными РБФ

Для исследования интерполяционной 
способности одномерной сети RBF 5 узлов 
из экспериментального набора были выбра-
ны в качестве центров радиальной базисной 
функции из выборки, состоящей из 16 при-
меров. Эта структура нейронной сети со-
держит 1 вход, 5 скрытых радиальных эле-
ментов и 1 выход.

Используя точки с теми же комбина-
циями координат, решалась задача интер-
поляции данных с помощью двумерных 
нелинейных функций. Из 50 обучающих 
векторов 25 были выбраны в качестве цен-
тров радиально-базисных функций.

В зависимости от выбранной функции 
в таблице показана средняя относительная 
ошибка, полученная с использованием од-
номерных и двумерных нелинейных функ-
ций, которые рассчитываются на основе 
нормализованных данных.

Для интерполирования рассмотренной 
одномерной зависимости наиболее подхо-
дящими функциями активации оказались 
функции Вигнера, Гаусса и Коши. Кусоч-
но-линейная зависимость и функция Ла-
пласа дали заметно большую среднюю 
относительную ошибку. Для интерполи-
рования двумерной функции наилучшим 

образом проявили себя кусочно-линей-
ная, Гаусса и Коши. При использовании 
функций Вигнера и Лапласа получены 
более высокие значения ошибки. Отме-
тим, что в целом погрешности одномер-
ной и двумерной задач оказались сравни-
мыми. Полученные результаты позволяют 
рекомендовать к использованию в РБФ-
сетях функции Гаусса и Коши. Проблемы 
с эффективным использованием функций 
Лапласа, Вигнера и кусочно-линейной за-
висимости вызваны в первую очередь их 
недифференцируемостью в отдельных точ-
ках области определения.

На рис. 6 представлены графические 
результаты математического описания экс-
периментальных данных нейронной се-
тью с различными радиальными базисны-
ми функциями.

Исследование влияния структуры 
и настроек РБФ на ошибку 

интерполирования
В рамках нашего исследования влия-

ния структуры нейронной сети и значений 
параметра насыщения радиальной базисной 
функции на ошибку гауссовой аппроксима-
ции были получены следующие результаты.
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Рис. 7. Оптимизация параметра насыщения одномерной задачи

Рис. 8. Оптимизация параметра насыщения двумерной задачи

1. Максимально возможное значение, 
ограниченное числом экспериментальных 
точек, как правило, значительно снижает 
погрешность аппроксимации.

2. Кроме того, выбор оптимального па-
раметра насыщения позволяет уменьшить 
ошибку аппроксимации в 1,5–2,0 раза. Это 
относится к той же сетевой структуре RBF.

3. В рассматриваемом примере оптиму-
мы расположены в пределах [0,15; 1] при ис-
пользовании одномерной функции (рис. 7) 
и двумерной функции [0,25; 1] (рис. 8), од-
нако в общем случае значение параметра 
насыщения зависит от диапазона изменения 
независимой переменной, известного числа 
экспериментальных точек и среднего значе-
ния расстояния между соседними точками.

Заключение
По результатам исследования различ-

ных функций активаций можно рекомен-
довать к использованию в РБФ-сетях функ-
ции Гаусса и Коши. В то же время следует 
учитывать, что при решении задач интерпо-
лирования зависимостей не всегда данные 

функции могут давать корректное описание 
экспериментальных данных. В этой связи 
в ходе нейросетевого моделирования кроме 
выборов параметров насыщения и центров 
радиальных элементов рекомендуется от-
дельно подбирать вид радиально-базисной 
функции. При этом крайне желательно, что-
бы она была дифференцируема во всех точ-
ках, принадлежащих области определения.

Согласно полученным результатам 
РБФ-сети могут успешно использовать-
ся для решения задач интерполирования 
как сложных многомерных, так и одномер-
ных функций. Несмотря на то, что подбор 
параметров настройки таких нейронных 
сетей представляет собой отдельную, до-
статочно сложную и времяемкую задачу, 
эффективное ее решение способно значи-
тельно улучшить качество получаемого ма-
тематического описания.
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