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Вопросы, связанные с формированием в ходе обучения ментальных структур в сознании обучающихся, 
всегда вызывали большой интерес. Одной из наиболее известных теорий, которая позволяет изучать процесс 
структуризации понятия в сознании студента, является теория APOS, специально созданная для исследова-
ния ментальных процессов в математическом образовании, но нашедшая применение и в других дисципли-
нах. Цель предлагаемого исследования состоит в классификации математических ошибок (на примере три-
гонометрии) с использованием теории APOS. В исследовании приняли участие 102 студента-первокурсника 
института строительства Казанского государственного архитектурно-строительного университета. В основе 
метода исследования лежит теория APOS (Action – Process – Object – Schema или Действие – Процесс – Объ-
ект – Схема), позволяющая детально представить восприятие студентами математических понятий, про-
следить стадии усвоения понятий, установить характер ошибок и провести их классификацию. По итогам 
исследования показана эффективность использования теории APOS. Проведена классификация ошибок, 
допускаемых студентами, обнаружены различия (в соответствии с теорией APOS) в уровнях достигнутой 
студентами компетентности в математике. Установлено, что в изучении понятия функции большинство сту-
дентов, участвовавших в эксперименте, допускали концептуальные ошибки. Результаты исследования ука-
зывают на необходимость поэтапного изучения познавательного процесса студентов, что позволяет выявить 
потенциал обучающихся. 
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EXPERIENCE IN CLASSIFYING MATHEMATICAL ERRORS  
USING APOS THEORY

Tuktamyshov N.K., Gorskaya T.Yu.
Kazan State University of Architecture and Civil Engineering, Kazan,  

e-mail: gorskaya0304@mail.ru

The issues related to the formation of mental structures in the minds of students in the course of learning have 
always aroused great interest. One of the most well-known theories that allows studying the process of concept 
structuration in the students’ mind is the APOS theory, which was specifically created to study mental processes in 
mathematics education but has found application in other disciplines as well. The purpose of the proposed study 
is to classify mathematical errors (using trigonometry as an example) using APOS theory. The study involved 102 
freshmen students of the Institute of Construction of Kazan State University of Architecture and Civil Engineering. 
The research method is based on the APOS theory (Action-Process-Object-Schema or Action-Process-Object-
Schema), which allows to present in detail the students’ perception of mathematical concepts, to trace the stages 
of concept assimilation, to establish the nature of errors and to classify them. The results of the study show the 
effectiveness of using the APOS theory The classification of errors made by students was carried out, differences 
(according to the APOS theory) in the levels of competence in mathematics achieved by students were found. It was 
found that in the study of the concept of function, the majority of students who participated in the experiment made 
conceptual errors. The results of the study indicate the need for a step-by-step study of students’ cognitive process 
which allows to identify the potential of students.
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Ввиду очевидной важности математи-
ки в современном мире математика долж-
на изучаться, осваиваться и быть понятой 
учащимися. Однако результаты обучения 
математике в школах и в вузах все еще не оп-
тимальны, о чем можно судить по количе-
ству обучающихся, испытывающих трудно-
сти в изучении математики.

На решение математических задач вли-
яет множество факторов, вызывающих 
у студентов затруднения. Одним из та-
ких факторов являются ошибки студентов 
при решении задач по математике. Трудно-

сти в решении математических задач неотде-
лимы от ошибок, которые студент соверша-
ет. Ошибки – это отклонения от правильных 
действий, которые носят различный харак-
тер, в том числе случайный. К системати-
ческим ошибкам можно отнести ошибки, 
которые носят устойчивый характер [1]. 
В то время как случайная ошибка – это 
ошибка, которая не обусловлена уровнем 
усвоения материала, а вызвана другими 
причинами, например небрежностью, мень-
шей аккуратностью при чтении или счете, 
поспешностью в работе и т.д.
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Цель обучения математике состоит не  
столько в приобретении методов, позволя-
ющих обучающимся по известным алго-
ритмам решать примеры и задачи, сколько 
в том, чтобы обучение приводило к понима-
нию обучающимися математики. В качестве 
инструментов для анализа когнитивных 
процессов, посредством которых учащие-
ся развивают математическое мышление, 
служат различные теории, направленные 
на создание условий для осмысленного 
обучения. Для нашего исследования пред-
ставляет интерес теория APOS, которая по-
зволяет изучать процессы структуризации 
математических понятий в сознании обуча-
ющегося, определять и классифицировать 
ошибки. Основная цель теории APOS – вы-
явить, как математическая концепция струк-
турируется в сознании человека. Менталь-
ные структуры, сформированные на основе 
рефлектирующей абстракции [2], были на-
званы в теории APOS Action (Действие), 
Process (Процесс), Object (Объект), Scheme 
(Схема). Эта теория впервые была провере-
на на исследовании понятия смежных клас-
сов в теории групп [3], получила продолже-
ние в теории моделирования и экономике 
[4] и в других областях. 

Теория APOS концентрируется на по-
строении этапов, разъясняющих происхо-
дящие у обучающегося ментальные процес-
сы, когда он пытается понять ту или иную 
математическую концепцию. Арнон и др. 
[5, с. 10] полагают, что «APOS – это теория 
того, как математические понятия могут 
быть выучены». Подробная информация по  
использованию теории APOS в обучении ма-
тематике содержится в обзорной работе [6].

Большие трудности в понимании у сту-
дентов вызывает как понятие функции во-
обще, так и понятие тригонометрической 
функции в частности. Выбор в качестве 
предмета применения теории APOS триго-
нометрических функций обусловлен их зна-
чимостью в математике, физике и широким 
использованием в инженерном деле. Триго-
нометрические функции вводятся в прак-
тику обучения тремя способами, а именно: 
через соотношения в прямоугольном тре-
угольнике, через использование единич-
ной окружности, а также аналитически 
через степенные ряды. Такая множествен-
ность в определении накладывает свой от-
печаток в понимании и вызывает трудности, 
приводящие к разнообразным ошибкам [7]. 
Для преодоления этих трудностей предлага-
ются методологические подходы, например 
метод проблемного обучения [8], а также 
создаются различные методы решения ти-
повых тригонометрических уравнений и их 
применений в геометрии [9].

В большинстве работ по методике пре-
подавания математики основное внимание 
уделяется внешнему плану в восприятии 
обучающимися математического понятия, 
хотя очевидно, что чрезвычайно важной яв-
ляется изучение структур, сформированных 
в сознании обучающегося в процессе по-
знания математического понятия. Важность 
проблемы мониторинга динамики разви-
тия индивидуальных качеств обучающихся 
подчеркивал и В.А. Гусев [10]. В этом на-
правлении в последние годы увеличивается 
число работ (особенно зарубежных, напри-
мер обзор [6]), из отечественных отмечена 
работа [11].

Основная идея предлагаемой работы 
заключается в том, чтобы использовать те-
орию APOS к исследованию формирования 
ментальных структур обучающихся на при-
мере тригонометрических функций, что по-
зволит выделить этапы восприятия студен-
том математического понятия, исследовать 
природу и характер ошибок, совершаемых 
студентами на каждом этапе. 

Цель предлагаемого исследования со-
стоит в классификации математических 
ошибок (на примере тригонометрических 
функций) с использованием теории APOS. 
Для достижения указанной цели необходи-
мо решение следующих задач:

− описание на основе теории APOS вос-
приятия студентами понятия тригонометри-
ческой функции;

− анализ ошибок, допускаемых студен-
тами, и их классификация в рамках тео-
рии APOS.

Материалы и методы исследования
В данной работе теория APOS, развитая 

Э. Дубинским с коллегами [5, с. 12], рассма-
тривается в качестве теоретической основы. 

Теория Action – Process – Object – Schema 
(APOS) представляет собой адаптацию идей 
Пиаже [2] о рефлектирующей абстракции 
для моделирования построения учащимися 
ментальных структур, необходимых для по-
нимания математики (подробнее [5, с. 17]). 
В APOS Действие – это преобразование ра-
нее построенного математического объекта, 
которое индивид воспринимает как внешнее. 
Действия основаны на правилах и алгорит-
мах, отрабатываемых многократно и про-
водимых под руководством преподавателя, 
но привязанных к конкретным объектам. 
В случае тригонометрических функций сту-
дент должен уметь отличать тригонометри-
ческие функции от других функций, вычис-
лить значение тригонометрической функции 
в какой-то точке.

Когда действие повторяется, а индивид 
реагирует на него, оно может интериори-
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зироваться в Процесс, то есть переходить 
из внешнего плана во внутренний. Он бу-
дет иметь содержательные связи с другими 
математическими знаниями, что позволит 
обучающемуся представить себе Процесс 
и предвидеть результаты, не выполняя его 
в явном виде. На стадии Процесса вычис-
ления значений функции для любого угла 
студент делает без посторонней помощи.

При изменении контекста, в котором 
индивид конструирует Процесс, он может 
почувствовать необходимость в выполне-
нии действий над процессом, чтобы осмыс-
лить новые проблемные ситуации. Для это-
го индивид должен воспринимать процесс 
как целостность, как сущность саму по себе. 
Когда обучающийся способен выполнять 
действия над процессом или представлять 
себе действия над процессом, можно ска-
зать, что процесс инкапсулирован [5, с.18] 
в Объект. В случае тригонометрических 
функций это означает, что студент может 
выделить, например, интервалы возраста-
ния и убывания функций.

Действия, процессы, объекты и дру-
гие, ранее созданные ментальные структу-
ры, связанные с конкретным математиче-
ским понятием, могут быть организованы 
в целостную структуру, называемую схе-
мой. Схема приводится в действие в ответ 
на проблемную ситуацию, которую инди-
вид воспринимает как проявление конкрет-
ного математического понятия. 

Исследование авторов в соответствии 
с теорией APOS направлено на сбор и  
анализ данных с последующим разбором 
ошибок, демонстрируемых студентами на  
каждой из стадий, рекомендациями по  их  ис-
правлению. В данной работе принято в со-
ответствии с исследованиями [6] ошибки 
подразделять на концептуальные и процес-
суальные. Такой подход к анализу ошибок 
с применением теории APOS при изучении 
темы «Дифференцирование», как показа-
но, например, в работе [12], оказался весь-
ма эффективным.

Концептуальные ошибки свидетель-
ствуют о неспособности понять смысл за-
дачи, неспособности оценить взаимосвязи 
в задаче, а также отношения между поняти-
ями. Концептуальное понимание становит-
ся основой для решения математических 
и контекстуальных задач. Уровень понима-
ния концепции относится к способности 
человека всесторонне понимать идеи, про-
цедуры и факты, которые образуют сеть 
мышления с разнообразными взаимосвя-
зями. Процессуальные ошибки возникают, 
когда учащиеся не выполняют манипуляции 
или алгоритмы, они показывают неспособ-
ность обучающегося правильно проводить 

преобразования технического, формального 
характера, даже если концепции понятны.

Концептуальное понимание в нашем 
случае означает, что студент свободно вла-
деет различными представлениями триго-
нометрических функций (алгебраическими, 
графическими, понимает тригонометриче-
ские соотношения в прямоугольном треу-
гольнике), может легко переходить от од-
ной формы к другой и знает связи между 
различными тригонометрическими форму-
лами. К концептуальным ошибкам можно 
отнести непонимание понятия функции, 
неумение распознавать свойства сложных 
тригонометрических функций на основе 
знаний свойств основных элементарных 
тригонометрических функций. 

Эмпирический этап исследования был 
проведен на базе Казанского государствен-
ного архитектурно-строительного универ-
ситета. В нем приняли участие 102 сту-
дента из групп первого курса направления 
подготовки «Строительство». Все респон-
денты на момент участия в исследовании 
были проинформированы о цели исследо-
вания и выразили готовность к сотрудни-
честву. Исследование проводилось поэтап-
но. На первом этапе (теоретическом) были 
уточнены концептуальные вопросы иссле-
дования, научно обоснованы и разработаны 
основные разделы опросника, позволяющие 
проверить готовность студентов к понима-
нию и оценить стадии понимания матема-
тических объектов согласно теории APOS. 
Применялись методы системного анализа 
литературы по обозначенной проблеме, ме-
тоды статистической обработки информа-
ции. На втором этапе (экспериментальном) 
производился опрос, в котором респонден-
там предлагалось выполнить задания раз-
работанного на первом этапе опросника, 
направленного на выявление ошибок и уяс-
нения того, на какой стадии понимания по-
нятия находится тот или иной студент. 

Третий этап включал количественную 
и качественную обработку результатов 
(с применением методов аналитической 
группировки, контент-анализа и математи-
ческой статистики) и их систематизацию и  
интерпретацию. 

Результаты исследования  
и их обсуждение

Анализ письменных работ, проведенных 
в рамках эксперимента, позволил сформу-
лировать методические «пустоты» в изуче-
нии соответствующего раздела математики. 
Авторами представлены ошибки, соверша-
емые студентами, отдельно по каждой ста-
дии APOS, по вопросам, разработанным 
для каждой стадии.
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Для выяснения ошибок на уровне 
Action stage были заданы два вопроса: «1. 
Напишите чему равно: sin(π/2), sin(π/3), 
sin30°. 2. Запишите в порядке возрастания 
чисел sin115°, sin250°, sin370°». При этом, 
как показал опрос, проведенный автора-
ми статьи, эти знания студентами поняты 
и освоены хорошо, ошибки преимуще-
ственно носят процессуальный характер. 
Студенты справились с заданиями этой 
стадии преимущественно без ошибок, осо-
бенно при работе с табличными значения-
ми (98,2 и 77,4 % опрошенных по каждому 
вопросу соответственно). 0,9 и 17,6 % до-
пустили процессуальные ошибки по двум 
вопросам соответственно. Концептуальные 
ошибки совершили 0,9 и 7 % по каждому 
из двух вопросов.

Process stage возникает при изучении 
тригонометрических функций, когда вво-
дится понятие единичного круга, с помощью 
которого изучаются некоторые свойства 
этих функций. Стадия Process представлена 
тремя вопросами: «1. Для каких x функция 
синус убывает, почему? 2. Верна ли форму-
ла sin(x + y) = sinx ∙ siny ? Если нет, напишите 
правильную формулу. 3. Покажите на еди-
ничном круге решение уравнений: sinx = 
0.5, sinx = 1, sinx = 1,5». На этой стадии 
количество концептуальных ошибок вы-
росло по сравнению с предыдущей стадией. 
Авторами установлено, что хуже всего сту-
денты владеют свойствами функции синуса 
и формулами, связывающими тригономе-
трические функции, эти вопросы сопрово-
ждаются и концептуальными, и процессу-
альными ошибками. Так, 6,8; 33,6 и 32,3 % 
соответственно по каждому вопросу этой 
стадии имеют концептуальные ошибки, 
8,9 и 25,5 % имеют ошибки процессуаль-
ные, т.е. технического характера.

Стадия Object представлена тремя зада-
ниями: «1. Опишите своими словами функ-
цию sinx. 2. Существуют ли x ∈ R, решения 
неравенства sinx ≥ 1/2 ? Если нет, объясни-
те почему. 3. Что означает периодичность 
функции sinx и какой у нее период? Какой 
период функции sin2x?» Опрос по ста-
дии Object показал, что задачи, связанные 
с применением свойств тригонометриче-
ских функций, сопровождаются повыше-
нием концептуальных ошибок. На первый 
вопрос наибольшее количество процессу-
альных ошибок (90,2 %), это свидетель-
ствует о том, что студенты плохо владеют 
понятием функция, у них не сформиро-
валось концептуальное понимание этого 
математического объекта и слабо развиты 
способности к обобщению и систематиза-
ции. В среднем процент концептуальных 
ошибок составляет 59,8 (от 44,2 до 90,2 %). 

Процессуальные ошибки на данной стадии 
возникают лишь в тех задачах, где имеется 
процесс вычисления, небольшого преобра-
зования, последовательности формальных 
действий, например, задачи решения не-
равенств, определения соответствия. Наи-
большие трудности возникли у студентов 
в области теоретического понимания объ-
екта тригонометрической функции, что со-
провождается значительным количеством 
концептуальных ошибок, поэтому, авторы 
статьи могут утверждать, что данная стадия 
наиболее слабо представлена в процессе об-
учения математике.

Стадия Schema связана с глубинным по-
ниманием математического объекта, способ-
ностью обобщения полученных результа-
тов, поэтому на этом этапе были предложе-
ны вопросы: «1. Чему равно sin2x + cos2x 
и почему? 2. Постройте график функции 
y = a ∙ sinx, выразите постоянную a. И на  
том же графике изобразите график функции 
y = a ∙ sin3x». Результаты ответа на первый 
вопрос показывают, что большинство сту-
дентов ни показать, ни доказать основное 
тригонометрическое тождество не могут 
(84,3 % концептуальных ошибок). Такая же 
картина вырисовывается и с графическим 
представлением функции синуса (55,9 % 
концептуальных ошибок). Тем самым пока-
зано, что понятие тригонометрических 
функций у чуть более чем половины вы-
пускников школ, поступивших в техниче-
ский вуз, не освоено, преимущественно 
преобладают концептуальные ошибки, а не-
значительное число процессуальных оши-
бок связано с описками технического харак-
тера. Последняя  стадия, Schema, связана 
с применением математических понятий 
для построения новых задач, теоретических 
или практических, например трансформа-
ция графика или вывод формул. Для реше-
ния задач этой стадии студент должен 
не только знать основные свойства объекта, 
но и применять их. Опрос показал, что доля 
концептуальных ошибок на этой стадии 
наибольшая среди остальных стадий и со-
ставляет 70,1 %. Процессуальные ошибки 
присутствуют лишь в задаче, связанной с по-
строением графика, и соответствуют в ос-
новном небольшим погрешностям и неак-
куратности чертежа.

По результатам исследования приведе-
на общая диаграмма распределения оши-
бок, относящихся ко всем стадиям APOS 
(рисунок). 

Из рисунка видно, что лучше всего сту-
денты в школе освоили табличные значения, 
работа с тригонометрическими функциями 
на окружности ими также освоена и поведе-
ние синуса в первой четверти тоже известно. 
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Диаграмма ошибок

Но тригонометрические формулы они  
знают плохо, только те, что часто исполь-
зовались в простых задачах по тригоно-
метрии, на это и указывает рост концепту-
альных ошибок. Однако с теоретическим 
пониманием функции вообще и функции 
синуса в частности, у студентов наблюда-
ются трудности.

Теория APOS, опирающаяся на поэтап-
ное исследование когнитивного процесса, 
дает возможность преподавателю опре-
делить действия обучающихся на каждом 
этапе познавательного процесса. Подавля-
ющее большинство студентов (в среднем 
87,8 %) в изучении тригонометрических 
функций находится на стадии Action, то есть 
они способны выполнять простейшие опе-
рации с тригонометрическими функция-
ми, знают базовые формулы и табличные 
значения и способны с помощью препо-
давателя выполнить задание, требующее 
применения базовых формул. В результате 
обработки данных эксперимента установ-
лено, что при переходе от стадии к стадии 
в среднем число студентов, владеющих 
пониманием сути понятия тригонометри-
ческих функций, снижается. Так, на ста-
дии Action в среднем 87,8 % опрошенных, 
Process – в среднем около 64 %, Object – 
28,1 %, Schema – 20,5 %. 

Как показали эксперименты, причиной 
ошибок является неточное понимание сту-

дентами определения функции, неумение 
делать алгебраические преобразования, 
плохое и зачастую формальное понимание 
свойств тригонометрических функций, не-
умение связать символьную и визуальную 
области (подтверждает результаты, по-
лученные в работе [13]). Использование 
теории APOS в данной работе показало, 
что с помощью этой теории можно не толь-
ко выявить ошибки, но выделить этапы по-
знавательного процесса и уточнить харак-
тер затруднений.

Выводы
Результаты, полученные в данном ис-

следовании, позволяют сделать следующие 
выводы. 

1. Теория APOS дает эффективную воз-
можность выявить и исследовать трудности 
в  понимании математических понятий. Вы-
воды, связанные со снижением от стадии 
к стадии числа студентов, хорошо знающих 
математику, подтверждают результаты дру-
гих работ [12].

2. Ошибки, носящие концептуальный и  
процессуальный характер, совершаемые 
студентами в ходе обучения на разных ста-
диях теории APOS, отличаются своей кон-
центрацией: наиболее часто концептуаль-
ные ошибки совершаются на стадиях Object 
и Schema, а процессуальные – на стадиях 
Action и Process. Теория APOS позволяет 
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на каждом этапе выявить характер совер-
шаемых студентами ошибок и дает ори-
ентацию на проведение соответствующих 
методических мероприятий по устранению 
появившихся трудностей с учетом индиви-
дуальности обучающегося.

3. Практическая значимость исследова-
ния, как показано в работе, заключается в  
том, что с помощью теории APOS можно 
оценить уровень владения математически-
ми понятиями каждого студента, что дает 
возможность сделать обучение более про-
дуктивным и в комплексе с другими мето-
дами позволяет повысить эффективность 
образовательного процесса.

Материалы статьи могут быть использо-
ваны как школьными учителями математи-
ки, так и преподавателями вузов. 
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