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Исследование проводилось на примере данных Стойленского ГОК с применением операции тонкого 
мокрого грохочения. Предлагается комплексный подход, включающий применение принципов системного 
анализа, использование апробированных методов математического и компьютерного моделирования для по-
строения динамической и непрерывной модели перемешивания, отражающей изменение значения железа 
и учет временных интервалов, в течение которых поступающая партия полностью вытесняет имеющийся 
в бункере объем. Предложена прогнозная модель на основе ячеечной модели, которая состоит из отдельных 
ячеек, представляющих собой модель идеального перемешивания. В предлагаемой математической модели 
для сглаживания и оценки точности прогноза применена процедура расчета скользящего средневзвешенного 
среднего. В связи с тем, что на предприятии было проведено модернизирование, объем бункера увеличился 
в три раза, что повлияло на эффективность смешивания руды в бункере. С помощью разработанного про-
граммного обеспечения проведено прогнозирование требуемого объема бункера перемешивания для дости-
жения желательного значения среднеквадратичного отклонения и сформированы рекомендации по выбору 
параметров системы перемешивания для достижения оптимального результата с точки зрения экономиче-
ской целесообразности. Предлагаемая модель позволяет оценить уменьшение среднеквадратичного откло-
нения показателя качества товарного концентрата после его усреднения в бункере перемешивания.
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The study was carried out on the example of Stoilensky GOK data using the fine wet screening operation. 
An integrated approach is proposed, including the application of the system analysis principles, the use of proven 
methods of mathematical and computer modeling to build a dynamic and continuous mixing model that reflects the 
change in the value of iron and takes into account the time intervals during which the incoming batch completely 
displaces the volume in the bunker. A predictive model based on a cell model is proposed, which consists of individual 
cells, which are a model of ideal mixing. In the proposed mathematical model, for smoothing and assessing the 
accuracy of the forecast, the procedure for calculating the moving average weighted average is applied. With the 
help of the developed software, the required volume of the mixing hopper was predicted to achieve the desired 
value of the standard deviation and recommendations were made for choosing the parameters of the mixing system 
to achieve the optimal result from the point of view of economic feasibility. The proposed model makes it possible 
to estimate the decrease in the standard deviation of the commercial concentrate quality index after its averaging in 
the mixing bunker.
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Важную роль выполняет стабилизация 
качества добытой руды, что влияет на ка-
чество товарного концентрата на выходе. 
Стабилизация качества полезного иско-
паемого достигается путем усреднения 
на различных стадиях его добычи, а также 
в процессе переработки [1, 2]. Построение 
динамической и непрерывной модели пере-
мешивания, отражающей изменение значе-

ния железа и учет временных интервалов, 
в течение которых поступающая партия 
полностью вытесняет имеющийся в бунке-
ре объем, не проводилось. 

После модернизации схемы усредне-
ния на Стойленском ГОК был установлен 
новый смеситель, при этом объем бункера 
увеличился в три раза для смешивания трех 
партий товарного продукта, что позволит 
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получить изменение значения выходно-
го концентрата с меньшей погрешностью, 
чем при первоначальном объеме бункера. 
Это связано с тем, что объем потока руды 
на входе будет вытеснять приблизительно 
1/3 объема руды в бункере. 

Цель исследования – оценивание эф-
фективности усреднения товарного концен-
трата руды, базирующегося на применении 
совокупности предварительно построен-
ных различных математических моделей, 
позволяющих повысить достоверность ре-
зультатов и прогнозирования.

Материалы и методы исследования
На Стойленском ГОК для обеспечения 

однородности химического состава и тех-
нологических свойств концентрата в опре-
деленном его объеме предусмотрен ком-
плекс технологических и организационных 
мероприятий, направленных на оценку эф-
фективности усреднения товарного концен-
трата руды. Был предложен комплексный 
подход, включающий построение динами-
ческой и непрерывной модели перемеши-
вания товарного концентрата, отражающей 
изменение значения железа и учет времен-
ных интервалов, в течение которых посту-
пающая партия полностью вытесняет име-
ющийся в бункере объем [3].

Для определения «тонких мест» в вы-
полнении процесса стабилизации товарного 
концентрата и выбора пути решения и про-
гнозирования процесса усреднения товарно-
го концентрата и поведения системы с помо-
щью компьютерной модели, авторами был 
использован аппарат системного анализа, 
включающий принципы: конечной цели, эк-
вифинальности, связности и единства.

Программное обеспечение реализации 
этого процесса даст возможность сформи-
ровать рекомендации по оптимизации пара-
метров процесса усреднения, включающих 
изменчивость качественных показателей 
концентрата с не превышающим 0,5 % коле-
банием массовой доли железа [4] и степенью 
стабилизации железа на выходе из бункера, 
которая характеризуется среднеквадратиче-
ским отклонением и расходом смеси (коэф-
фициентом вариации).

Авторами предложена комплексная мо-
дель процесса механического усреднения, 
показанная на рис. 1.

До модернизации производственного 
процесса на Стойленском ГОК применялась 
одноячеечная модель (идеальная модель 
в бункере перемешивания). Для идеальной 
модели перемешивания примем t – иде-
альное время, при котором новая партия 
руды вытесняет предыдущую, находящую-
ся в бункере партию концентрата, при ус-

ловии, что на выходе получаем показатель 
концентрата Fe, близкий к значению Fe 
на входе в бункер на рис. 1. Эти данные 
влияют на выбор объема бункера переме-
шивания, что позволит рассчитать средний 
объем поступающей партии руды.

Одним из условий идеальной модели 
перемешивания является непрерывность 
процесса подачи руды в бункер. В сере-
дине периода поступления новой партии 
концентрата значение показателя содержа-
ния в руде железа практически не отлича-
ется от среднего значения этого показателя 
на выходе.

Характеристикой идеальной модели 
является ее дискретность. В связи с тре-
бованиями непрерывности к идеальному 
перемешиванию и допустимо малыми раз-
личиями входных и выходных данных по-
ступления железа рассчитывается средне-
взвешенное значение в бункере в момент 
завершения поступления новой партии кон-
центрата, что позволило увидеть динамику 
изменения результирующего значения по-
казателя качества на выходе из смесителя.

Для стабилизации процесса смешивания 
нужно стремиться к сглаживанию колеба-
ний исследуемого показателя, уменьшению 
его вариативности, которая характеризу-
ется среднеквадратичным отклонением 
за конкретный период. Малый объем бун-
кера для смешивания не позволяет оценить 
точность прогноза. Увеличение же объема 
бункера позволит повысить эффективность 
усреднения товарного концентрата руды 
за счет оценки точности прогноза.

Новая прогнозная модель разрабаты-
вается на основе ячеечной модели, ко-
торая состоит из отдельных ячеек, пред-
ставляющих собой модель идеального 
перемешивания. В предлагаемой математи-
ческой модели, включающей совокупности 
дифференциальных уравнений, описываю-
щих динамическую и непрерывную моде-
ли перемешивания товарного концентрата 
с изменяющимися условиями, применяется 
процедура расчета скользящего средневзве-
шенного среднего для сглаживания и оцен-
ки точности прогноза. 

Набором данных выступает количе-
ство железа в руде, загруженное в бункер. 
В математической модели авторами рассмо-
трены данные по железу, которые последо-
вательно организованы в ряд через равные 
промежутки времени, и этот ряд рассма-
тривался как временный. Характеристи-
ками временного ряда выступают средний 
период и частота колебаний, коэффициент 
усреднения для идеального аппарата и ко-
эффициент усреднения для многоячеечно-
го аппарата.
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Таким образом, для прогнозной модели 
моделируются временной ряд и прогноз. 
На первом этапе определяется обозначе-
ние периодов через ti и вводится лаг, рав-
ный первым трем поступающим в бункер 
партиям концентрата. На втором этапе вы-
числяется средневзвешенное значение вы-
ходного железа. Завершается расчет сред-
невзвешенным значением с учетом лага, 
при этом в качестве предыдущего значения 
бралось 2/3 от суммарного объема находя-
щейся до момента поступления новой пар-
тии в бункере массы концентрата. 

Входная ошибка (остаток) влияет на  
выходной объем железа при условии, что  
в  бункере объемный расход концентрата 
и объем концентрата постоянный; значе-
ния железа на выходе и в самом бункере 
равны, и таким образом выполняются усло-
вия квазистационарности.

Таким образом будет формироваться 
ряд данных по железу на выходе из бункера.

Для формирования начальных данных 
определяются на входе и выходе концентра-
ции вещества на основании уравнения ма-
териального баланса [5]:
 VfM(t) = c × kвх(t),  (1)
 VgM(t) = c × kвых(t),  (2)
где c – расход смеси, м3; M – вес руды; kвх(t) – 
концентрация железа на входе; kвых(t) – кон-
центрация железа на выходе; VB – объем 
бункера, м3; Vf (t) – входной объем руды; 
Vg(t) – выходной объем руды.
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где ΔM – изменение веса руды в бункере 
от 0 до t.

Учитывая то, что вес руды в бункере 
равен на входе и выходе и определяется 
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,   (4)
при t = 0, с = const следует, что

 ( ) ( ) ( )( )cp gM gM fM
dt V t V t V t
dt

+ = ,  (5)

tcp = VB / v, где tcp – среднее время процес-
са смешивания в бункере, VB – объем аппа-
рата, v – объемный расход смеси.

Уравнение (5) является математической 
моделью для идеального аппарата смешива-
ния, при условии VgM(t) = W = const.

В связи с тем, что в аппарате идеально-
го смешивания рассматривается ступенча-

тое воздействие, в математической модели 
kвх(t) показывается мгновенное изменение 
входного значения железа на конечное:

 ( ) ( )( )cp gM fM
dt V t W V t
dt

= − . (6)

Данное уравнение решается разделени-
ем переменных:
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Проинтегрировав (7) и после этого, 
определив постоянную интегрирования 
из начальных условий: при t = 0, kвх(t) = 0  
и получив -ln(W) = ln(D). Далее, подставляя 
в уравнение (7) постоянную интегрирова-
ния и проведя потенцирование, получается
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В результате разработана математическая 
модель концентрации железа на  выходе: 
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Из (9) следует, что среднее время пре-
бывания массы вещества в бункере являет-
ся одной из определяющих характеристик 
аппарата идеального смешивания, кото-
рая вычисляется из кривой разгона. Чтобы 
проанализировать поведение математи-
ческой модели, (9) следует преобразовать 
по Лапласу:
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где e–pt – ядро преобразования; kвых(t) – пре-
образуемая функция – оригинал; kвых(р) – 
преобразованная функция – изображение.
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Выразим через передаточную функцию 
входной параметр концентрации [6]:
 kвых(р) = R(р) kвх(р), (12)
где R(р) – передаточная функция.
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где F(t) – кривая разгона перемешивания 
в бункере. 
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F(t) равна изменению во времени выход-
ной характеристики концентрата при посту-
плении на вход единичного ступенчатого 
возмущения: kвх(t) = W = const. 

То, что на предприятии проведена мо-
дернизация и объем бункера увеличился 
в три раза, повлияло на эффективность сме-
шивания руды в бункере. Для многоячеечно-
го аппарата предлагается скорректировать 
математическую модель аппарата идеаль-
ного смешивания.

При увеличении объема бункера переме-
шивания в n раз необходима дополнитель-
ная корректировка модели. Для нахождения 
прогнозной модели СКО предлагается ис-
пользовать ячеечную модель, основанную 
на предположении об идеальном переме-
шивании в пределах ячеек, расположенных 
последовательно, и отсутствии перемеши-
вания между ячейками [6].

Параметром, характеризующим мо-
дель, служит количество ячеек n. Если ма-
тематическое описание модели идеального 
перемешивания n последовательно посту-
пающих в смеситель партий представляло 
собой последовательность n линейных диф-
ференциальных уравнений первого поряд-
ка, то описание ячеечной модели предпола-
гает разбиение бункера на две одинаковых 

по объему ячейки и представляет последо-
вательность дифференциальных уравнений. 
Например, процесс смешивания в двухъяче-
ечном бункере зависит от фиксированного 
времени при выходе из первой ячейки и вхо-
де во вторую ячейку. Значение товарного 
концентрата железа во второй ячейке будет 
эквивалентно значению железа после запол-
нения половины первой ячейки новой мас-
сой вещества. При фиксированном времени, 
при котором каждые четыре часа руда посту-
пает в бункер, для анализа количества железа 
в массе руды используется ступенчатое воз-
действие. Но поскольку имеется две ячейки, 
то изменяется как объем вещества, так и кон-
центрация параметра качества железа в руде.

Начальным условием для этой модели 
выступает уравнение, показывающее значе-
ние концентрации железа на выходе из бун-
кера, равное начальной концентрации желе-
за в общей массе руды:

 ( ) ( ) ( )1 V ( ) V V .cp g g f
dt t t t
dt

+ =  (14)

Математическая модель прогноза из-
менения показателя качества выходного 
концентрата железа, после смешивания в n 
партий руды, вычисляется последователь-
ностью дифференциальных уравнений:

( ) ( ) ( )1 1 1 1V ( ) V ( Vcp g g f
dt t t t
dt

+ = ,  ( )1 0V ( 0 Vg ft = = ;

( ) ( ) ( )2 2 2 2V ( ) V Vcp g g f
dt t t t
dt

+ = , ( ) ( )2 1 4V 0  V  g gt t t= = = ;…

( ) ( ) ( ), V ( ) V Vcp n gn gn fn
dt t t t
dt

+ = , ( ) ( )1 4V 0  V  gn gnt t t−= = = ;

где t4 – конечное время.
Ряд данных состоял из 40 значений концентрации железа на входе во вторую ячейку Vn,2. 

Далее для каждой концентрации получаем

 ( ) ( )( ), , ,2 , ,
, ,

1V ( ) Vg n i n g n i
cp n i

d t V t
dt t

= − ;  ( ) ( ), , , , 1 4 V 0 V . g n i g n it t t−= = =  (15)

Рис. 2. Среднеквадратичное отклонение по стандартному методу,  
моделям идеального перемешивания и двухъячеечной модели
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Для решения дифференциальных урав-
нений в прикладном пакете Matlab R21b 
была составлена программа, которая фор-
мирует выходные данные концентрации же-
леза с шагом 0,1 ч и статистические характе-
ристики временного ряда. С помощью этой 
компьютерной модели рассчитаны и пока-
заны дополнительные оценки прогнозного 
значения среднеквадратичного отклонения 
в бункере. Предлагаемая подсистема по-
зволила дополнительно оценить абсолют-
ные и относительные изменения значения 
среднеквадратичного отклонения данных 
в бункере. Прогнозная оценка различных 
характеристик массива данных формирует-
ся за весь исследуемый период. Фрагмент 
за январь и февраль приведен на рис. 2.

Для существующей схемы смешения 
в двухъячеечной модели среднеквадрати-
ческое отклонение в среднем выше на 6 %, 
чем с использованием модели идеального 
перемешивания, а для схемы, планируемой 
к внедрению, в среднем на 15 %.

Таким образом, прогнозные показатели 
качества товарного концентрата двухъяче-
ечной модели наиболее точно отражают ре-
альный характер процесса перемешивания 
в результирующей смеси бункера. 

С помощью разработанных имитацион-
ных моделей был спрогнозирован оптималь-
ный объем бункера и предложены рекоменда-
ции по подбору параметров и характеристик 
системы перемешивания для достижения оп-
тимальной экономической обоснованности. 
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