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В исследовании рассматриваются подходы и практические примеры использования инвариантов в за-
дачах теории управления. Дается краткая характеристика работ в области построения инвариантов в мате-
матике, информатике и теории управления. Показано, что использование инвариантов группы допустимых 
преобразований может существенно упростить анализ и синтез технических систем. Рассмотрены некото-
рые определения, включая понятия полноты и минимальности набора инвариантов. Решается задача поиска 
инвариантов для линейных форм управления в виде передаточных функций. В качестве примера рассмо-
трены инварианты передаточной функции продольного движения летательного аппарата. Рассматриваются 
инварианты управления в виде эллипсов, которые возникают, например, в задачах преследования-убегания. 
При известных стартовых позициях игроков и фиксированных параметрах эллипса решаются задачи опре-
деления времени и координат точки встречи убегающего игрока с эллипсом, а также определения скорости 
движения и направления преследователя для встречи с убегающим. Построена зависимость скорости дви-
жения преследователя от параметров эллипса. Для продолжения исследований в области автоматического 
управления планируется рассмотреть передаточные функции более высоких порядков, а для трехмерного 
случая задачи преследования-убегания предлагается в качестве инварианта рассмотреть эллипсоид.

Ключевые слова: инварианты, теория управления, динамическая система, летательный аппарат, передаточная 
функция, игра преследования-убегания, эллипс

APPLICATION OF INVARIANTS  
IN THE CONTROL OVER TECHNICAL SYSTEMS

Khachumov M.V.
FRC CSC RAS, Moscow, e-mail: khmike@inbox.ru;

Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, e-mail: khachumov-mv@rudn.ru;
Ailamazyan Program Systems Institute of RAS, Veskovo

The study discusses approaches and practical examples of using invariants in control theory problems. A brief 
description of studies in the field of constructing invariants in mathematics, informatics and control theory is given. It 
is shown that the use of invariants for the group of admissible transformations can significantly simplify the analysis 
and the synthesis of technical systems. Some definitions are considered, including the concepts of completeness and 
minimality of a set of invariants. The problem of finding invariants for linear forms of control in the form of transfer 
functions is solved. As an example, the invariants of the transfer function for the longitudinal motion of an aircraft 
are considered. Control invariants in the form of ellipses, which arise, for example, in pursuit-escape problems are 
discussed. Given starting positions of the players and fixed parameters of the ellipse, the problems of determining the 
meeting time and coordinates of the meeting point of the evader with ellipse, as well as determining pursuer’s speed 
and direction to meet the evader are solved. The dependence of the pursuer’s speed on the parameters of the ellipse 
is constructed. To continue research in the field of automatic control, it is planned to consider transfer functions 
of higher orders, and for the three-dimensional case of the pursuit-evasion problem, it is proposed to consider an 
ellipsoid as an invariant.
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Инвариантность в математике  – это 
свойство математического объекта оста-
ваться неизменным после операции 
или трансформации определенного типа. 
Теория инвариантов может быть использо-
вана как удобный язык для решения задач, 
связанных с алгебраическими преобразо-
ваниями. Один из первых алгебраических 
инвариантов Лагранжа  – дискриминант 
квадратичной формы. В случае бинарной 
формы ( ) 2 2, 2Q x y ax bxy cy= + +  он вычис-
ляется по формуле ( )2D b ac= − − и исполь-
зуется при нахождении корней квадратных 
уравнений. В информатике – это логические 
утверждения, которые считаются истин-
ными на определенном этапе исполнения 

программы. Они эффективны, например, 
при решении задачи об эквивалентности 
объектов, описанных графами [1]. 

Представляют интерес вопросы приме-
нения инвариантов в задачах контроля ра-
ботоспособности технических систем. В ка-
честве инвариантов здесь могут выступать 
устойчивые корреляционные связи между 
показаниями датчиков. Они помогают про-
водить восстановление и эмуляцию данных 
[2]. В свою очередь, отсутствие подобной 
корреляции в процессе функционирования 
свидетельствует о сбое или выходе датчика 
из строя. 

В диагностике технических систем 
нашли применение сети инвариантов [3]. 
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Их объединение по наблюдаемым компо-
нентам и проведение корреляционного 
анализа позволяет обнаруживать аномаль-
ное поведение системы по отклонениям. 
Аналогичный подход, но применительно 
к анализу программного обеспечения рас-
смотрен в работах [4, 5]. В качестве недо-
статка этого направления можно назвать 
сложность определения инвариантов, 
фильтрации данных и обнаружения лож-
ных срабатываний. Большую практиче-
скую значимость имеют алгебраические 
инварианты. Примером служат такие ин-
вариантные моменты, как преобразова-
тели «изображение  – код» для бинарных 
и полутоновых изображений, выражаемые 
полиномами. На основе комбинации алге-
браических инвариантов, составляющих 
определенный базис, можно строить дру-
гие инварианты в виде некоторых многоч-
ленов [6]. В теории систем управления ин-
варианты активно применяют для анализа 
динамических систем и синтеза систем 
управления с заданными характеристика-
ми. Так, например, в качестве инвариантов 
часто выделяют эллипсоиды, связанные 
с функциями Ляпунова [7]. 

Таким образом, понятие инвариантов 
широко используется в различных областях 
математики, техники, информатики и авто-
матического управления. Следует отметить, 
что представленный обзор может быть до-
полнен и другими примерами выявления 
устойчивых свойств объектов, называемых 
инвариантами или субинвариантами, кото-
рые могут быть успешно применены, на-
пример, в задачах распознавания образов 
и выявления состояний объектов различной 
природы [8].

Работа направлена на исследование ха-
рактеристик различных динамических си-
стем, остающихся неизменными, т.е. инва-
риантов к определенным преобразованиям. 
Целью работы является применение теории 
инвариантов в некоторых задачах управле-
ния техническими системами. В качестве 
практических примеров предлагается ис-
следовать инварианты передаточных функ-
ций замкнутой системы автоматического 
управления и рассмотреть решение задачи 
преследования-убегания, для которой по-
ставлено условие встречи игроков на задан-
ном эллипсе, являющимся в свою очередь 
геометрическим инвариантом.

Материалы и методы исследования

Пусть задано множество М, на кото-
ром определены преобразования G. Исходя 
из свойств инвариантности, можно записать: 

, ,gm M m M g G∈ ∀ ∈ ∀ ∈  [9]. Представляет 

интерес вопрос о полноте набора независи-
мых инвариантов для множества M и их ко-
личестве. Введем некоторые определения, 
связанные со свойствами инвариантности.

Определение 1. Набор инвариантов 
φ1,…,φN называется полным, если из равен-
ства инвариантов двух произвольных элемен-
тов множества M следует их эквивалентность 

( ) ( ) ( )( ) [ ], : , 1,  9 .i j i j k i k jm m M m m m m k Nϕ ϕ∀ ∈ ⇔ = =

( ) ( ) ( )( ) [ ], : , 1,  9 .i j i j k i k jm m M m m m m k Nϕ ϕ∀ ∈ ⇔ = =

Определение 2. Полная система инвари-
антов называется минимальной, если из нее 
нельзя удалить ни одного инварианта, не на-
рушая полноты.

Инварианты передаточных функций  
(инварианты статической 

обратной связи)
Рассмотрим устойчивость параметров 

управления к действию статической обрат-
ной связи на основе анализа передаточной 
функции замкнутой системы. Пусть задан 
объект управления с передаточной функци-
ей вида
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Передаточная функция замкнутой си-
стемы (1) определяется в соответствии с по-
ясняющей схемой, представленной на рис. 1. 

-
x Q0(p)

k

y

Рис. 1. Замкнутая система управления

В соответствии с рисунком получаем
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Матрицы коэффициентов передаточных 
функций Q0(p) и Q1(p) имеют вид
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Коэффициенты числителя передаточной 
функции замкнутой системы в количестве n 
не изменили своего значения. Корни поли-
нома B(p) (нули системы) также не измени-
лись, т.е. являются инвариантами. 

Задача поиска дополнительных инва-
риантов сводится к анализу унипотентного 
преобразования. В нашем случае применяя 
матрицу преобразования

( )1 0
, 1

1
T det T

k
 

= = 
 

, (4)

получим матрицу D1 = TD0,
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Инвариантами, кроме элементов пер-
вой строки матриц D, являются её миноры 
второго порядка

  ( ) ( )
0 2 1 2

0 0 2 1 1 2

/ /
.

/ /
b a b a

M
a kb a a kb a

=
+ +  (5)

Таким образом, имеем характеристики 
динамических систем, остающиеся неиз-
менными, т.е. инварианты к рассмотренно-
му преобразованию Q1(p).

Рассмотренный подход является демон-
страцией успешного выявления инвариант-
ных особенностей системы управления, 
определяющих ее устойчивость к измене-
ниям выхода. 

Эллипсы как инварианты  
в системах управления

Рассмотрим один из вариантов решения 
задачи преследования-убегания. Известные 
задачи преследования, когда скорость пре-
следователя больше скорости убегающего, 
приводят к встрече убегающего и преследо-
вателя на границе окружности или поверх-
ности сферы Аполлония [10].

В нашем случае задача заключается 
в подборе управления таким образом, чтобы 
встреча с убегающим происходила на эллип-
се. Убегающий (цель) стартует из точки с ко-
ординатами (0,0) и движется с постоянной 
скоростью ve под выбранным углом α. Пре-
следователь двигается из точки (0,–m) и мо-
жет управлять как углом направления пере-
мещения β, так и скоростью vp > ve в пределах 
заданных ограничений, так, чтобы встреча 
состоялась на границе эллипса (рис. 2).

Расстояние от преследователя и убегаю-
щего до точки встречи 2 2

1 ( )d x y m= + + , 
2 2

2d x y= + .

 

Рис. 2. Пример задачи преследования-убегания 
при встрече игроков на эллипсе

Преследователь осуществляет управле-
ние скоростью и углом, таким образом, име-
ем следующую систему уравнений:

2 2( )

p

x y m
v

+ +
 = 

2 2

e

x y
v
+

  – время 

до встречи преследователя и убегающего, 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  – уравнение эллипса с цен-

тром в точке (0,0),
1y k x m= −  – уравнение линии, по кото-

рой происходит преследование,
2y k x=  – уравнение линии, по которой 

происходит преследование.
При этом коэффициент k2 задается са-

мим убегающим, a,b считаются известны-
ми на момент решения задачи. Неизвест-
ными являются k1 и vp, т.е. параметры 
преследователя.

Решение разобьем на следующие этапы:
1. Найдем пересечение линии убегания 

с эллипсом из указанной системы уравне-
ний. После подстановки y = k2x получим

 
2 2

2
2 2

( ) 1,x k x
a b

+ =  (6)
откуда 

2 2
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1 2 1 2 1 2 2 22 2 2 2 2 2
2 2

, , , .ab abx x y k x y k x
b a k b a k

= = − = =
+ +

2. Найдем время пересечения убегающим границы эллипса и направление движе-
ния преследователя.

 
2 2

1,  
e

x y y mt k
v x
+ +

= =  (7)

3. Найдем скорость, которой должен обладать преследователь при найденном месте 
встречи и известной скорости убегающего.

 
2 2 2 22 2
1 1 2 2

1 22 2 2 2 2 2
1 1 2 2

( ) ( )( ) ,  ,  e ee
p p p

v x y m v x y mv x y mv v v
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Соотношение скоростей в задаче преследования-убегания должно составлять

 
2 2

2 2

( )p

e

v x y m
v x y

+ +
=

+
 (9)

Таким образом, найдены все необходимые параметры задачи преследования. Динами-
ческая задача, связанная с варьированием направления движения убегающим, решается 
на практике применением стратегии параллельного сближения.

Результаты исследования и их обсуждение
Пример 1. Рассмотрим в качестве примера передаточную функцию продольного дви-

жения летательного аппарата (ЛА) 

  ( ) 2
0,753 1,213

0,139 0,537 1
sW s

s s
− −

=
+ +

 (10)
Для замкнутой системы:
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0,139 0,537 0,753 1,213 1 3,863 5,417 8,727 1
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− − − −

= =
+ − − + + − − +  

Покажем наличие инвариантов по отношению к статической обратной связи. Запишем 
коэффициенты передаточных функций Q0(p) и Q1(p) в виде матриц

0 1

8,728 5,417 1 0 8,728 5,417 8,728 5,417
, .

1 3,863 1 1 3,863 8,728 1 5,417 3,863
D D

k k k
− − − − − −       

= = =       − + − +        .

Таким образом, имеем инварианты: 
1) элементы первых строк матриц D0 и  

D1: –8,728,  –5,417;

2) матрица 
8,728 5,417

1 3,863
− −

.

Указанные характеристики динамиче-
ских систем остаются неизменными, т.е. 
являются инвариантами к рассмотренному 
преобразованию Q1(p). Все остальные инва-
рианты статической обратной связи могут 
быть выражены через эти величины.

Пример 2. В качестве второго примера 
рассмотрим решение задачи преследования-
убегания при указанной ранее постановке. 
Введем отношение осей эллипса как n = b / a, 

[ ]0,1n∈  и примем без потери общности, 
что a = 1, [ ]0,1b∈ ,тогда получим

  22 2
2

, .nx y k x
n k

= ± =
+

 (11)

При этом ( )1 2x f k= , 2 ,
2 2

k π π ∈ − +  
.
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Построим график зависимости (рис. 3) 
скорости преследователя c начальным по-
ложением (0, –0,5) при фиксированной ско-
рости ve = 5 и направлении k2 = π / 4 убегаю-
щего от параметров эллипса vp = f2(n). 

 

Рис. 3. Зависимость скорости преследователя 
от параметров эллипса

Таким образом, полученное решение 
позволяет, управляя скоростью преследова-
теля, приводить к встрече на границе эллип-
са с заранее заданными коэффициентами 
при движении убегающего игрока с посто-
янной скоростью в произвольном направ-
лении. Это в некотором смысле обратная 
задача управления, у которой все решения 
лежат на границе эллипса, который служит 
инвариантом при фиксированных параме-
трах движения убегающего.

Результаты проведенных исследований 
могут быть использованы при решении ряда 
задач, связанных с управлением движения 
летательных аппаратов (ЛА). В том числе:

1. Результаты в части выявления инва-
риантных показателей передаточных функ-
ций замкнутых систем управления ЛА мо-
гут быть использованы для обеспечения 
устойчивости широкого класса устройств.

2. Результаты в части построения устой-
чивых эллиптических границ встречи двух 
ЛА имеют прикладное значение для реше-
ния задач стыковки объектов на эллиптиче-
ской орбите и решения дифференциальной 
игры преследования-уклонения в задачах 
двойного назначения в условиях территори-
альных ограничений. 

На рис. 4 показан пример иллюстра-
ции двух задач, когда убегающий движется 
из точки (0,0) под углами α и α*, а пресле-
дователь движется из точки (0, –m), так что-

бы встреча состоялась в первом варианте 
на границе эллипса, а во втором варианте 
на границе окружности. Площадь, охваты-
ваемая окружностью So = πr2, площадь эл-
липса Sэ = πab, где a и b соответственно, 
длина большой и малой полуоси, a ≥ b. 

 

Рис. 4. Пример задачи преследования-убегания  
при встрече игроков на эллипсе и на окружности

Положим a = r, тогда соотношение пло-
щадей, охватываемых кругом и эллипсом, 
составляет 

 
1о

э

S r
S b

= ≥ , 

что определяет поиск решения в ограничен-
ной области возможной встречи ЛА.

Заключение
В настоящей работе рассмотрены не-

которые способы применения инвариантов 
в технических системах. Показаны инва-
рианты передаточных функций для систем 
автоматического управления. В качестве ге-
ометрического инварианта для расчета ме-
ста встречи преследователя и убегающего 
рассмотрен эллипс. Эллиптическая форма 
границы встречи преследователя и убегаю-
щего является более общей по отношению 
к окружности. Возможным преимуществом 
предлагаемого подхода является сужение 
области решения задачи преследования-
убегания в случае, например, наличия есте-
ственного территориального ограничения. 
В дальнейшем задача поиска инвариантов 
в системах управления может иметь расши-
рение. Так, например, планируется рассмо-
треть передаточные функции более высоких 
порядков. Для трехмерного случая диффе-
ренциальной игры преследования-убегания 
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в качестве инварианта предлагается рассмо-
треть эллипсоид, который ограничивает об-
ласть реализуемых значений управления.

Работа выполнена при финансовой под-
держке проекта РФФИ № 20-07-00022 А  
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к яркостным и геометрическим преобра-
зованиям в системах технического зрения 
беспилотных летательных аппаратов».
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