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В последние два десятилетия для описания динамики нелинейных систем в терминах «вход-выход» 
используются так называемые ряды Вольтерра. Наиболее часто используется квадратичный член ряда, ко-
торый порождает двумерное ядро и соответствующее двумерное уравнение Вольтерра. Для идентификации 
двумерной импульсной переходной функции предложен подход, основанный на обращении уравнения Воль-
терра и использующий частные и смешанные производные второго порядка от выходного сигнала системы. 
Принципиальной проблемой реализации этого подхода является устойчивое вычисление частных и сме-
шанных производных второго порядка по зашумленным данным. Для преодоления этой проблемы можно 
использовать двумерный сглаживающий бикубический сплайн (сокращенно СБС). Однако построение СБС 
на практике сталкивается с принципиальным затруднением – выбором параметров сглаживания. В случае 
СБС проблема выбора параметра становится более сложной из-за построения целого ансамбля (набора) ку-
бических (одномерных) сплайнов при сглаживании данных по одной из двух переменных исходных данных. 
Поэтому в работе вводятся два типа параметров сглаживания СБС: скалярный и векторный. Скалярный па-
раметр является одинаковым для всех кубических сплайнов по заданной переменной. Векторный параметр 
является вектором, проекции которого определяются как параметры сглаживания для каждого кубическо-
го сплайна, т.е. каждый кубический сплайн имеет свой «персональный» параметр сглаживания. В работе 
предлагаются алгоритмы оценивания оптимальных значений как скалярного, так и векторного параметров 
при разной априорной информации о дисперсии шума измерения двумерного выходного сигнала иденти-
фицируемой системы. Выполненный вычислительный эксперимент показал хорошую точность оценивания 
оптимальных параметров сглаживания предложенными алгоритмами выбора.

Ключевые слова: задача идентификации квадратичного ядра нелинейной системы, сглаживающие 
бикубические сплайны, скалярный и векторный параметры сглаживания, оценивание 
оптимальных параметров сглаживания
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In the last two decades, the so-called Voltaire series have been used to describe the dynamics of nonlinear 
systems in terms of “input-output”. The most commonly used is the quadratic term of the series, which generates a 
two-dimensional kernel and the corresponding two-dimensional Volterra equation. To identify the two-dimensional 
impulse transition function, an approach based on the inversion of the Volterra equation and using second-order 
partial and mixed derivatives of the system output signal are proposed. The fundamental problem of implementing 
this approach is the stable calculation of second-order partial and mixed derivatives from noisy data. To solve this 
problem, a two-dimensional smoothing bicubic spline (abbreviated SBS) can be used. However, the construction 
of SBS in a practice faces a fundamental difficulty  – the choice of smoothing parameters. In the case of SBS, 
the problem of choosing a parameter becomes more complicated due to the construction of a whole ensemble 
(set) of cubic (one-dimensional) splines when smoothing is performed over one of the two variables of the initial 
data. Therefore, two types of SBS smoothing parameters are introduced in the work: scalar and vector. The scalar 
parameter is the same for all cubic splines in the given variable. The vector parameter is a vector whose projections 
are defined as the smoothing parameters for each cubic spline. The paper proposes algorithms for estimating the 
optimal values of both scalar and vector parameters. The computational experiment performed showed a high 
accuracy in estimating the optimal smoothing parameters by the proposed algorithms.

Keywords: the problem of identifying the quadratic kernel of a nonlinear system, smoothing bicubic splines, scalar and 
vector smoothing parameters, estimating optimal smoothing parameters

Два последних десятилетия ведутся ин-
тенсивные научные исследования методов 
идентификации нелинейных динамических 
систем, представленных различными мате-
матическими моделями. Весьма перспек-
тивной в этом отношении является инте-

гральная модель «вход-выход», состоящая 
из нескольких уравнений Вольтерра, ядра 
которых образованны из соответствующих 
слагаемых ряда Вольтерра [1, 2]. Особен-
но часто используется ряд, ограниченный 
квадратичным членом ряда Вольтерра [3]. 
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В этом случае связь между входным сигна-
лом φ(τ) моделируемой стационарной си-
стемы и ее выходным сигналом f(t) можно 
представить следующим интегральным со-
отношением [3]:
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где k1(τ), k2(τ,s) – линейное и квадратичное 
ядра Вольтерра соответственно. Нужно 
идентифицировать эти ядра по измеренным 
значениям входного и выходного сигналов 
идентифицируемой системы.

Очевидно, что сигнал f(t) есть сумма 
двух неизвестных сигналов f1(t) и f2(t) – пер-
вое и второе слагаемые в (1), которые мож-
но интерпретировать как выходные сигна-
лы линейной и квадратичной «подсистем». 
Следовательно, на первом этапе идентифи-
кации необходимо выделить из f(t) сигналы 
f1(t), f2(t) по отдельности. Для произвольно-
го входного сигнала такая задача неразре-
шима. В работах [4, 5] предложена эффек-
тивная методика такого разделения, которая 
подразумевает проведение активной иден-
тификации, когда на вход системы подают-
ся прямоугольные сигналы заданной формы 
и заданной амплитуды. В результате получа-
ем следующие интегральные соотношения:
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Из выражения (2) следует извест-
ная формула:
	 1 1( ) ( ),  [0, ]k t f t t T′= ∈ 	 (4)
а из (3) – формула обращения [4, 6]:
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где используются следующие обозначения:
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К сожалению, реализация на практике 
полученных формул обращения сталкива-
ется с принципиальной трудностью – некор-
ректностью операции дифференцирования 

[6]. Одно из проявлений некорректности за-
ключается в больших ошибках вычисления 
производной даже при очень малых погреш-
ностях задания значений дифференцируе-
мой функции. Таким образом, устойчивое 
дифференцирование зашумленных данных 
становится актуальной задачей для реали-
зации формулы (5) на практике.

В работе [7] был построен алгоритм 
идентификации на основе формулы (4), где 
для устойчивого вычисления первой произ-
водной использовался сглаживающий куби-
ческий сплайн (СКС) дефекта единица с вы-
бором параметра сглаживания из условия 
минимума среднеквадратической ошибки 
сглаживания. Алгоритм показал приемле-
мую точность идентификации при реше-
нии практических задач [8]. В случае иден-
тификации квадратичного ядра k2(τ,s) 
использование сглаживающих сплайнов су-
щественно усложняется. Во-первых, для вы-
числения смешанной производной второго 
порядка 2 ( , )tvf t v′′  нужно строить уже сгла-
живающий бикубический сплайн (СБС), яв-
ляющийся функцией двух переменных t, v. 
Во-вторых, из-за разной «гладкости» функ-
ции f2(t, v) по разным переменным необхо-
димо выбрать уже несколько параметров 
сглаживания из условия минимума ошиб-
ки сглаживания. В-третьих, в большинстве 
случаев дисперсия шума (погрешностей) 
измерения функции f2(t, v) неизвестна.

Эти затруднения обусловили следую-
щие основные задачи, которые не получи-
ли своего решения в соответствующих на-
учных публикациях и которые решаются 
в данной работе:

−  введение нескольких типов параме-
тров сглаживания – скалярного и векторно-
го параметров для СБС;

−  раздельный выбор параметров сгла-
живания (по каждой переменной сплайна) 
из условия минимума ошибки сглаживания 
при неизвестной дисперсии шума измере-
ния на основе метода L-кривой;

− исследование эффективности предло-
женных алгоритмов выбора с точки зрения 
минимизации ошибки сглаживания.

Материалы и методы исследования
Предположим, что значения двумерной 

функции f2(t, v) измеряются при значениях 
аргументов ti , i = 1…Nt , vj , j = 1…Nv, т.е. 
в узлах прямоугольной сетки {ti, vj}, i = 1…
Nt, j = 1…Nv. Заметим, что узлы ti, и τj мо-
гут иметь неодинаковый и неравный шаг, 
что встречается в реальных экспериментах.

Для учета возможных погрешностей 
(шумов) измерений принимается следую-
щая модель измеренных значений 2 ( , )i jf t v :
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где ηij   – случайный шум измерения с ну-
левым средним и дисперсией сетки {ti, vj} 
(равноточные измерения). Требуется по ис-
ходным данным ( ){ }2 ,i jf t v  вычислить зна-
чения производных 22 2

( , ), ( , )tv v
f t v f t v′′ ′′  в за-

данных узлах сетки {ti , vj}, i = 1…Nt, j = 1…Nv.
Замечание. Из вида интеграла (3) следу-

ет, что функция f2(t, v) принимает ненулевые 
значения для аргументов, удовлетворяющих 
условию v ≤ t. Для отрицательных значений 
v, t  функция равна нулю в силу условия 
технической реализуемости системы, т.е.: 
k2(t, v) ≡ 0, если v < 0, t < 0. Так как значе-
ния производных в (5) используются только 
при v ≤ t, то для устранения разрыва первого 
рода при значениях v = t предлагается до-
полнить значения функции f2(t, v) для v > t 
по правилу:

( )2 2 2 2, ( , ) ( ( , ) ( , ),  0f t t v f t t f t t f t t v v+ ∆ = + − −∆ ∆ >

	( )2 2 2 2, ( , ) ( ( , ) ( , ),  0f t t v f t t f t t f t t v v+ ∆ = + − −∆ ∆ > 	 (8)
Дополненную таким образом функцию 

будем обозначать как ( )*
2 ,f t v .

Для устойчивого вычисления произво-
дных 22 2

( , ), ( , )tv v
f t v f t v′′ ′′  обратимся к сгла-

живающим кубическим сплайнам (СКС) 
[9], широко используемым при обработке 
экспериментальных данных [10, 11], вклю-
чая задачи идентификации [8]. Алгоритм 
построения двумерного сглаживающего би-
кубического сплайна как построение ансам-
бля (набора) одномерных СКС был изложен 
в работе [12]. Поэтому здесь кратко опишем 
основные шаги этого алгоритма, необходи-
мые для понимания места и способов вы-
бора параметра сглаживания. Сделаем это 
для нахождения смешанной производной 

2 ( , )tvf t v′′ , так как вычисление частной про-
изводной второго порядка 22

( , )
v

f t v′′  сво-
дится к двукратному дифференцированию 
одномерного сплайна с аргументом v.

Шаг 1. Для каждого  j = 1…Nv формиру-
ется набор данных (фиксируется значение vj):
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и имеющий непрерывную вторую про-
изводную (по переменной t) на всем ин-
тервале 1, tNt t   . По сплайну (10) вычис-
ляются значения первой производной 
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производной 2 ( , )t i jf t v′ ). Шаг 1 повторяется 
для vj , j = 1…Nv и таким образом строится 
ансамбль (набор) из Nv одномерных СКС, 
каждому из которых необходимо задать па-
раметр сглаживания α1(j), j = 1…Nv.

Шаг 2. Для каждого i = 1…Nt формиру-
ется набор данных (фиксируется значение ti):
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Шаг 2 повторяется для ti, i = 1…Nt, 
и таким образом строится ансамбль (набор) 
из Nt одномерных СКС, каждому из которых 
необходимо задать параметр сглаживания 
α2(j), i = 1…Nt.

Введем для СБС два новых понятия: 
скалярный и векторный параметр сглажива-
ния. Под скалярным параметром будем по-
нимать параметр, величина которого одина-
кова для всех сплайнов данного ансамбля. 
Так, на шаге 1 скалярный параметр опреде-
ляется как
	 α1(j) = α1, j = 1…Nv ,	 (13)

Векторный параметр сглаживания – это 
вектор, каждая проекция которого задает 
свой параметр сглаживания соответству-
ющему СКС из ансамбля сплайнов. Так, 
на шаге 2 векторный параметр 2α  имеет 
i-ю проекцию, равную
	 ( )2 2 i

iα = α .	 (14)
Возникает главный вопрос при постро-

ении сплайнов на практике: как выбрать 
скалярный или векторный параметры сгла-
живания? При ответе на этот вопрос су-
щественное значение играет наличие до-
стоверной информации о дисперсии шума 
измерений 2

ησ  (7).
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Первоначально предположим, что дис-
персия 2

ησ  шума измерения известна с точ-
ностью 5–10 %. В этом случае для выбора 
скалярного параметра сглаживания можно 
использовать алгоритм, основанный на про-
верке статистической гипотезы об опти-
мальности параметра сглаживания и пред-
ложенный в работе [11]. Для проверки этой 
гипотезы (предположим, что для шага 1) 
вводится критерий

	 ( ) ( ) ( )
, 12

1 1

1( 1) 1
v t

t

N N
j j

WS N i i
j i

e t fα
= =η

ρ α = ⋅∑∑ 

σ
	 (15)

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 11 1
t t

j j j
N i i N ie t f S tα α= −  – невязка i-го 

измерения в j-м сплайне ( ) ( ), 11
t

j
NS tα (9). В ка-

честве скалярного параметра сглаживания 
α1 принимается значение α1W, для которого 
выполняется неравенство
	

, 1 ,
2 2

( 1 )WS WN Nβ β
−

υ ≤ ρ α ≤ υ 	 (16)

где величины 
, 1 ,

2 2

,
N Nβ β

−
υ υ  – квантили χ2-рас-

пределения с N = Nt · Nv степенями свободы 
уровней β/2 и 1 – (β/2) соответственно. Ве-
личина β определяет вероятность ошибки 
первого рода при проверке гипотезы об оп-
тимальности (величина среднеквадратиче-
ской ошибки сглаживания) оценки α1W и,  
как правило, β = 0.05. Если N > 30, то для вы-
числения квантилей χ2-распределения 
при β = 0.05 можно использовать про-
стые формулы:

0.025, 0.975,1.96 2 , 1.96 2N NN N N Nυ = − ⋅ υ = + ⋅

	0.025, 0.975,1.96 2 , 1.96 2N NN N N Nυ = − ⋅ υ = + ⋅ 	 (17)
Вычисление α1W сводится к решению 

нелинейного уравнения
	 ρWS(α1) = N,	  (18)
итерационными алгоритмами. В качестве 
α1W принимается приближённое решение 
уравнения (18), которое удовлетворяет не-
равенству (16). Вычислительный экспе-
римент показал [12], что рассмотренный 
алгоритм выбора скалярного параметра 
позволяет с приемлемой точностью (увели-
чение ошибки сглаживания по сравнению 
с минимальной 6–10 %) оценить оптималь-
ный скалярный параметр сглаживания α1opt, 
минимизирующий среднеквадратическую 
ошибку (СКО) фильтрации.

Такой же алгоритм выбора можно по-
строить для вычисления проекций вектор-
ного параметра сглаживания. В качестве j-й 
проекции вектора 1Wα  принимается значе-
ние ( )1 j

Wα , удовлетворяющее неравенству

	 ( )
, 1 ,

2 2

( 1 ) ,
t t

j
WV WN Nβ β

−
υ ≤ ρ α ≤ υ 	 (19)

где

	 ( ) ( ) ( ) ( )
, 12

1

1( 1 ) 1
t

t

N
j j j

WV N i i
i

e t fα
=η

ρ α = ⋅
σ ∑  	 (20)

Вычисление ( )1 j
Wα  сводится к решению 

нелинейного уравнения
	 ρWV(α1(j)) = N,	  (21)
итерационными алгоритмами. В качестве 

( )j
Wα1  принимается приближённое решение 

уравнения (21), удовлетворяющее неравен-
ству (19). Результаты сравнения ошибок 
сглаживания при использовании этих двух 
типов параметров сглаживания приводят-
ся ниже.

Заметим, что вычисление как скаляр-
ного, так и векторного параметров сглажи-
вания на основе проверки статистической 
гипотезы об оптимальности параметра тре-
бует задания достоверной величины дис-
персии шума измерения. При заниженном 
значении дисперсии вычисляется занижен-
ное значение (по сравнению с оптималь-
ным) параметра сглаживания, что приводит 
к «недостаточной» фильтрации шума из-
мерения – высокий уровень «остаточного» 
шума. При завышенной дисперсии наблю-
дается обратный эффект  – сглаживаются 
«тонкие» структуры обрабатываемого сиг-
нала. К сожалению, ситуация достоверного 
знания дисперсии шума измерения в реаль-
ном физическом эксперименте скорее ис-
ключение, чем правило. Кроме того, при вы-
числении смешанной производной на шаге 
2 сплайны строятся по результатам диффе-
ренцирования на шаге 1, которые содержат 
«шум дифференцирования» неизвестной 
дисперсии. Все это говорит об актуальности 
разработки алгоритмов выбора параметров 
сглаживания для случая неизвестной дис-
персии шума измерения, которые и состав-
ляют предмет дальнейших исследований.

В работе [13] был построен алгоритм 
выбора параметра сглаживания одномер-
ного СКС на основе метода L-кривой, 
позволяющий с приемлемой точностью 
оценить оптимальный параметр сглажива-
ния как в случае некоррелированного, так 
и для коррелированного шума измерений. 
Сам метод L-кривой иногда используется 
для выбора параметра регуляризации в ал-
горитмах решения некорректных задач (на-
пример, [14–15]), когда неизвестны харак-
теристики погрешностей исходных данных. 
Поэтому попытаемся модифицировать ал-
горитм выбора параметра сглаживания ра-
боты [13] для вычисления скалярного и век-
торного параметров сглаживания.



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 2, 2022

30
TECHNICAL SCIENCES (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

В случае одномерного СКС в качестве 
параметра сглаживания принималась вели-
чина αL, являющаяся решением вариацион-
ной задачи:
	 ( )

0
max Lk
α>

α 	 (22)

Кривизна kL(α) L-кривой определяется 
по формуле

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
3

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ
Lk

′ ′′ ′′ ′ρ α ⋅ γ α −ρ α ⋅ γ α
α = ⋅

 ′ ′ρ α + γ α
 

(23)

где 
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆln , lnρ α = ρ α γ α = γ α ,

( ) 1 2
,

1
( ( ))

n

i i n i
i

p f S t−
α

=

ρ α = −∑  ; 

( )
1

2
, ( )

nt

n
t

S t dtα′′γ α = ∫ . 

Одномерный СКС Sn,α(ti) строился по на-
бору данных { }, ,  1i it f i n=

 , а весовые мно-

жители pi в случае равноточных измерений 
задаются одинаковыми, например pi = 1. 
Для эффективного вычисления функционала 
γ(α) (куда входит вторая производная сплай-
на) в работе [13] предложена формула

	 ( ) ( )
1

2 2 2 3

1
4 12 12

n

i ti i i ti i ti
i

c h c d h d h
−

=

γ α = + +∑ 	(24)

где hti = ti+1 – ti, i = 1…n–1, ci , di – коэффи-
циенты СКС, вычисленные при заданном 
параметре α.

Такой же алгоритм выбора можно по-
строить для вычисления проекций вектор-
ного параметра сглаживания (для опреде-
ленности на шаге 2). В качестве i-й проекции 
вектора 2Lα  принимается значение ( )2 i

Lα
, доставляющее максимум кривизны kL(α) 
L-кривой (23), вычисленной для сплайна 

( )
( )

, 2
2 ( )i

v

i

N
S v

α
. В этом случае функционалы 

ρ(α), γ(α) для этого сплайна определяются 
выражениями

( ) ( )( ) ( )
( )

( )1 2
, , 2

1
2 ( 2 2 ( ))

v

i
v

N
i i i i

LV i j j jN
j

p f S v−

α
=

ρ α = −∑  ;

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 22 3

1
2 4 2 12 2 2 12 2

vN
i i i i i i

LV j vj j j vj j vj
j

c h c d h d h
−

=

 γ α = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  ∑ ,

где hvj = vj+1 – vj, j = 1…Nv – 1, ( ) ( )2 , 2i i
j jc d  – коэффициенты сплайна ( ) ( ), 22

v

i
NS vα .

Для вычисления скалярного параметра сглаживания (для определенности на шаге 2)  
определим функционалы ρ(α), γ(α) следующим образом:

( )
( ) ( ) ( )( )2

, 2

1 1 ,

2 2
2

t v
v

i iN N
j N j

LS
i j i j

f S v

p
α

= =

−
ρ α =∑∑



,

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 22 3

1 1
2 4 2 12 2 2 12 2

t vN N
i i i i

LS j vj j j vj j vj
i j

c h c d h d h
−

= =

 γ α = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  ∑∑ ,

где pi,j – весовые множители для i, j-го измерения (для равноточных измерений задаются 
одинаковыми), ( ) ( )2 , 2i i

j jc d  – коэффициенты сплайна ( ) ( ), 22
v

i
NS vα , построенного при параме-

тре α2, hvj = vj+1 – vj, j = 1…Nv – 1. 

Далее в соответствии с (23) находится 
значение кривизны и, решая вариационную 
задачу (22), находим значение α2L, при кото-
ром кривизна L-кривой максимальна, и это 
значение является скалярным параметром 
сглаживания бикубического сплайна.

Результаты исследования  
и их обсуждение

В качестве «тестового» квадратичного 
ядра Вольтерра k2(τ,s) (уравнение (1)) была 

принята функция, изображенная на рис. 
1 и часто используемая для моделирова-
ния энергетических объектов [5]. Был вы-
полнен обширный вычислительный экс-
перимент по идентификации этого ядра. 
В силу ограниченности объема статьи кра-
тко рассмотрим только результаты экспери-
мента, связанные с вычислением смешан-
ной производной 2 ( , )tvf t v′′  функции f2(t, v) 
(уравнение (3)) по бикубическому сплайну 
со скалярным и векторным параметрами 
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сглаживания при неизвестной дисперсии 
шума измерения. Эта ситуация является 
более сложной и наиболее типичной в ре-
альном эксперименте. При этом основное 
внимание уделяется исследованию эффек-
тивности скалярного и векторного параме-
тров сглаживания, которая характеризует, 
насколько увеличивается ошибка сглажи-
вания при этих параметрах по сравнению 
с оптимальными скалярным и векторным 
параметрами сглаживания. На рис. 2 по-
казана смешанная производная 2 ( , )tvf t v′′ , 
имеющая достаточно сложную форму. Па-
раметры используемой сетки {ti, vj}: Nt = 
80, Nv = 80, ti = 0.03·(i – 1), i = 1…Nt , vj = 
0.03·(j – 1), j = 1…Nv . В качестве краевых 
условий на всех четырех границах прямо-
угольной области задавались нулевые вто-
рые производные.

 
Рис. 1. Квадратичное ядро k2(τ,s)

 

Рис. 2. Смешанная производная 2 ( , )tvf t v′′

Точные значения «дополненной» функ-
ции ( )*

2 ,f t v  (замечание 1) в узлах сетки {ti, 
vj} (матрица F* с элементами ( )* *

, 2 ,i j i jF f t v=
) искажались нормально распределенным 
шумом с нулевым средним и дисперсией 

2
ησ  (7). Относительный уровень δη шума из-

мерения определялся выражением

*Fη

η
δ = ,

где || || означает евклидову норму матрицы. 
Сформированная таким образом матрица 

*F  с элементами * *
, , , , 1 , 1i j i j i j t vF F i N j N= +η = =

  
* *
, , , , 1 , 1i j i j i j t vF F i N j N= +η = =

   является исходной для постро-
ения СБС. Так как параметры кубических 
сглаживающих сплайнов задаются на шаге 
1 (параметр сглаживания α1(j)) и шаге 
2 (α2(i)), то здесь же определялись и относи-
тельные ошибки сглаживания:

• на шаге 1:
скалярная 
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• на шаге 2:
скалярная 
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Очевидно, что на шаге 2 определяется уже 
относительная ошибка сглаживания первой 
производной. Обозначим через ( )1S optδ1 α ,  

( )1V optδ1 α , ( )2S optδ2 α , ( )2V optδ2 α   – наи-
меньшие относительные ошибки сглажива-
ния при использовании оптимальных пара-
метров сглаживания. Аналогично величины 

( )1S Lδ1 α , ( )1V Lδ1 α , ( )2S Lδ2 α , ( )2V Lδ2 α  
определяют относительные ошибки при вы-
боре параметров на основе метода L-кривой 
описанными выше алгоритмами. Для ко-
личественного сравнения относительных 
ошибок сглаживания введем следующие ко-
эффициенты эффективности:
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Очевидно, что эти коэффициенты меня-
ются в интервале от 0 до 1 и их значения 
являются случайными величинами. По-
этому по выборке объемом 30 вычислялись 
выборочные средние , , ,S V S V1 1 2 2Κ Κ Κ Κ
. Чем больше эти средние отклоняются 
от 1 в меньшую сторону, тем больше про-
игрыш по точности сплайна, построенного 
с параметрами 1 ,  1 ,  2 ,  2L LL Lα α α α . Сред-
ние значения коэффициентов эффективно-
сти приведены в таблице для трех уровней 
шума: 0,02; 0,04; 0,06. Анализ этой таблицы 
показывает, что:

−  векторный параметр сглаживания 
имеет меньший коэффициент эффектив-
ности по сравнению со скалярным параме-
тром при прочих равных условиях построе-
ния сглаживающих сплайнов;

−  с увеличением уровня шума измере-
ния наблюдается уменьшение значений ко-
эффициентов эффективности;

− коэффициент эффективности при сгла-
живании функции больше соответствующе-
го коэффициента эффективности при сгла-
живании производных.

Средние значения коэффициентов 
эффективности

Средние значения
коэффициентов
эффективности

Относительный уровень 
шума измерений

0,02 0,04 0,06

S1Κ 0,989 0,972 0,949

1VΚ 0,902 0,873 0,848

S2Κ 0,908 0,863 0,791

V2Κ 0,816 0,774 0,694

Заключение
Предложенные алгоритмы вычисле-

ния скалярного и векторного параметров 
сглаживания позволяют с приемлемой точ-
ностью оценить оптимальные значения 
этих параметров даже при неизвестных 
дисперсиях шума измерений. Это позво-
ляет при построении бикубических сплай-
нов учитывать (за счет выбора двух па-
раметров сглаживания) разную гладкость 

дифференцируемой функции по отдель-
ным переменным, что уменьшает ошиб-
ку вычисления смешанных производных 
в задаче идентификации квадратичного 
ядра Вольтерра.

Исследование выполнено при финансо-
вой поддержке РНФ в рамках научного про-
екта № 22-21-00409.
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