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Цель исследования заключается в том, чтобы, основываясь на синтезе проведенных ранее исследова-
ний, разработать новый метод идентификации закона распределения вероятностей с возможностью его про-
граммной реализации на машинном языке для автоматизации расчетов, а также сравнения полученного метода 
с наиболее известными аналогами. В качестве методов использованы разработанные ранее подходы. Общий 
алгоритм исследования основан на классификации законов распределения по различным параметрам. Опре-
деление непрерывности и дискретности проводилось на основе итерационного поиска повторов в совокуп-
ностях данных и обнаружении стандартного изменения каждой величины. Оценка симметричности и плоско-
вершиности распределений проводилась при помощи стандартных коэффициентов асимметрии и эксцесса, 
для чего потребовалось рассчитывать критические значения для обоих коэффициентов применительно к каж-
дому из идентифицированных законов. Оценка тяжести хвоста распределения проведена при помощи оценки 
Хилла, адаптированной таким образом, чтобы полученное численное решение возможно было использовать 
при идентификации закона распределения. Также были вычислены характеристики необходимого объема ана-
лизируемых данных с учетом вероятности ошибки. Кроме того, изучены случаи, когда идентификация затруд-
нена, и продумал алгоритм принятия решения в этом случае. Программная реализация полученного комплекс-
ного метода («Knowlaw») была сравнена с различными программными средствами-аналогами («Настройка 
распределения» и «Обработка массивов данных»). Данные для исследования были получены при помощи 
генератора случайных чисел, численность совокупностей варьировалась от 25 до 1000. Анализируемые про-
граммные средства сравнивались по функционалу, а также по количеству ошибок первого и второго рода. От-
личительными особенностями программного средства «Knowlaw» являются большее количество идентифици-
руемых законов распределения, а также возможность выбора результата среди нескольких вариантов. Среднее 
количество находится на уровне других программных средств. Таким образом, разработанное программное 
средство позволяет идентифицировать 17 законов распределения с большой долей вероятности в автоматизи-
рованном режиме, не уступая аналогам и имея несколько более широкий функционал.
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The purpose of the study is to develop a new method for identifying the probability distribution law, based on 
a synthesis of previous studies, with the possibility of its software implementation in machine language to automate 
calculations, as well as comparing the obtained method with the most well-known analogues. Previously developed 
approaches were used as methods. The general research algorithm is based on the classification of distribution laws 
according to various parameters. The determination of continuity and discreteness was carried out on the basis of an 
iterative search for repetitions in data sets and the detection of a standard change in each value. The evaluation of the 
symmetry and flatness of distributions was carried out using standard coefficients of asymmetry and kurtosis, for which 
it was necessary to calculate the critical values ​​for both coefficients in relation to each of the identified laws. The esti-
mate of the severity of the tail of the distribution was carried out using the Hill estimate, adapted in such a way that the 
obtained numerical solution could be used to identify the distribution law. The characteristics of the required volume 
of analyzed data were also calculated, taking into account the probability of error. In addition, cases were studied when 
identification is difficult, and a decision algorithm was thought out in this case. The software implementation of the ob-
tained complex method («Knowlaw») was compared with various analogous software tools («Distribution setting» and 
«Data array processing»). The data for the study were obtained using a random number generator, the number of popu-
lations varied from 25 to 1000. The analyzed software was compared in terms of functionality, as well as in terms of the 
number of errors of the first and second kind. Distinctive features of the Knowlaw software tool are a greater number 
of identifiable distribution laws, as well as the ability to select a result among several options. The average number is 
at the level of other software tools. Thus, the developed software tool allows you to identify 17 distribution laws with 
a high degree of probability in an automated mode, not inferior to analogues and having a slightly wider functionality.
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В настоящее время большинство мето-
дов обработки и анализа данных опираются 
на вероятностные методы. Характеристики 
вероятности задаются при помощи законов 
распределения, однако вид закона в случае 
работы с прикладными данными редко бы-

вает известен заранее. Потому идентифи-
кация закона распределения вероятности 
является важной задачей, решение которой 
позволяет значительно повысить точность 
расчетов и прогнозов на их основе. В тео-
рии вероятности задача идентификации за-
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кона распределения вероятностей является 
обратной задачей, ключевой для математи-
ческой статистики. Это определяет основ-
ную цель и направление математических 
изысканий в данной сфере.

Необходимо отметить, что процесс 
идентификации является достаточно слож-
ным процессом. Примером тому может 
служить метод Парзена–Розенблатта [1], 
при использовании которого оценка ряда 
параметров является более трудоемкой зада-
чей, чем собственно исходная задача иден-
тификации распределения. Для упрощения 
идентификации закона распределения было 
разработано программное средство, полу-
чившее название «Knowlaw».

1. Принцип работы программного 
средства «Knowlaw»

В большинстве случаев для идентифи-
кации закона распределения используются 
какие-либо характеристики исследуемых 
совокупностей данных, которые позволяют 
выявить общие закономерности для форму-
лирования закона распределения. 

Ранее нами уже был представлен ал-
горитм, позволяющий идентифицировать 
законы распределения [2]. В его осно-
ве лежит ряд методов, позволяющих по-
этапно отвергать законы распределения 
из общего их набора, которые не соответ-
ствуют тем или иным критериям. Среди 
таких методов выделены: определение не-
прерывности или дискретности исходных 
данных; определение моментов третьего 
и четвертого порядка  – симметричности 
и плосковершинности искомого распре-
деления; определение тяжести хвоста 
распределения; построение гистограммы 
и ее анализ. Кроме того, сформированная 
четкая последовательность действий по-
зволяет подстраивать алгоритм под про-
граммный язык.

При этом каждый из указанных методов 
нуждается в проработке, что также было от-
ражено в ряде ранее опубликованных работ. 
Метод определения непрерывности и дис-
кретности исходных данных [3] основан 
на отборе повторов в совокупностях дан-
ных и обнаружении стандартного измене-
ния каждой величины. 

Другим методом является определе-
ние симметричности и плосковершиности 
распределений, для чего использовались 
коэффициенты асимметрии и эксцесса [4]. 
Отметим, что использование данных ко-
эффициентов для идентификации законов 
распределения предлагалось и ранее [5], 
однако только для выделения нормального 
распределения из общего их числа. Общее 

количество идентифицируемых законов 
было определено посредством составления 
рейтинга, в котором учитывались отече-
ственные и зарубежные работы, применяю-
щие в процессе исследования те или иные 
законы распределения [6]. Примеров мето-
дов оценок тяжести хвоста достаточно мно-
го в современной научной литературе [7].

В качестве метода определения тяжести 
хвоста распределения для программного 
средства «Knowlaw» применялся метод, ос-
нованный на оценке Хилла [8]. Кроме того, 
в работе приведена адаптация данной оцен-
ки, поскольку ее базовый вариант не дает 
численного решения для задачи определе-
ния тяжести хвоста, что, в свою очередь, 
не дает возможности для идентификации 
закона распределения, и потому требует со-
ответствующей доработки. Стоит отметить, 
что оценка Хилла является достаточно рас-
пространенной оценкой, применяемой в на-
стоящее время [9].

Одним из наиболее распространенных 
методов, применяемых при идентифика-
ции закона распределения, является метод 
гистограмм [10]. Данный метод позволяет 
эксперту приблизительно оценить плот-
ность распределения закона распределения, 
что дает возможность для приближенно-
го принятия решения о виде закона рас-
пределения [11]. Как правило, гистограм-
ма строится на основе ранжированного 
ряда распределения, количество столбцов 
гистограммы определяют при помощи фор-
мулы Стерджесса [12]. Подобные проверки 
также осуществляются различным набором 
методов, в большинстве случаев для этого 
применяется широко распространенный 
критерий Колмогорова [13].

Также для реализации метода приме-
нялся ряд коэффициентов, облегчающих 
принятие решения при оценивании рас-
пределения при помощи гистограммы 
[14]. Данные коэффициенты имеют в своей 
основе те же принципы, которые приме-
няются в задачах распознавания образом. 
Полученные коэффициенты оценки гисто-
граммы были проверены и на других ра-
ботах, что подтверждает их адекватность 
и применимость [15].

Каждый из перечисленных выше ме-
тодов имеет самостоятельное значение, 
однако их особенность заключается в том, 
что все они могут быть применены в ком-
плексе [16]. Данная особенность создала 
предпосылки для разработки программного 
средства «Knowlaw».

Пример решения задачи идентификации 
закона распределения вероятности в данной 
программе приведен на рисунке.
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Пример решения задачи идентификации  
закона распределения вероятности  

в данной программе «Knowlaw»

Функционал программы включает 
в себя: расчет ряда коэффициентов (адапти-
рованных для идентификации закона распре-
деления); построение и анализ гистограм-
мы посредством специально разработанных 
гистограммных коэффициентов; подбор 
решения на основе вероятностных характе-
ристик появления у определенного закона 
распределения полученного набора резуль-
татов расчета каждого из коэффициентов. 

Отличительной характеристикой про-
граммного средства является возможность 
его применения на достаточно малых вы-
борках (от 10 наблюдений). Кроме того, 
решение принимается на основе комплекс-
ного анализа, и пользователю предлагают-
ся также другие варианты, имеющие более 
низкую вероятность. Автоматизация про-
цесса идентификации позволяет выбрать 
наиболее предпочтительный закон сразу 
из общего их количества.
2. Результаты проверки эффективности 

разработанной программы «Knowlaw»
Ниже приведем сравнение полученной 

программы с другими аналогичными про-
граммными средствами. Среди них в целях 
сравнения использовались модуль «Настрой-
ка распределения» в пакете Statistica, а также 
программа восстановления плотности «Об-
работка массивов данных», приведенная 
на сайте «Exponenta» [17]. В пакете приклад-
ных программ Statistica имеется встроенная 
функция «Настройка распределения». Точ-
ность подгонки оценивается  при помощи 
критерия Колмогорова, хи-квадрат, критери-
ев Шапиро–Уилка и  Лиллиефорса. 

Образовательный математический сайт 
Exponenta.ru (http://www.exponenta.ru) имеет 
встроенный модуль «Обработка массивов 
данных», который предназначен для иденти-
фикации закона распределения. В программе 
имеется возможность идентификации таких 
законов распределения, как нормальный, 
экспоненциальный, равномерный непрерыв-
ный, треугольный, а также распределений 
Лапласа и Рэлея. Точность подгонки оцени-
вается при помощи одновыборочного кри-
терия Колмогорова или хи-квадрат Пирсона. 
Имеется возможность отображать гисто-
грамму плотности распределения. 

Сравним возможности каждого из пере-
численных программах средств (табл. 1).

Согласно данным таблицы 1, авторское 
программное средство имеет ряд преиму-
ществ перед другими программами. К этим 
преимуществам можно отнести заметно боль-
шее число законов распределения, которые 
удается идентифицировать, а также потенци-
альную возможность выбора определенного 
закона из нескольких схожих вариантов.
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Таблица 1
Сравнение возможностей программных средств,  

применяемых для идентификации закона распределения 

Критерии сравнения  «Настройка 
распределения» 

 «Обработка  
массивов данных» «Knowlaw»

Количество различаемых распределений 12 6 17
Минимальное количество данных 3 25 10
Необходимость выбора распределения «вручную» Да Нет Нет
Учет дискретных распределений Да Нет Да
Возможность выбора из нескольких 
вариантов распределения Нет Нет Да

Таблица 2
Величина ошибки первого рода в процессе идентификации  

законов распределения программными средствами, %

Сравниваемые распределения «Настройка   
распределения»

«Обработка  
массивов данных» «Knowlaw»

Нормальное 4,5 5,5 5,0
Равномерное непрерывное 4,5 4,0 3,5
Экспоненциальное 3,5 6,5 4,5
Рэлея 6,0 3,5 5,0
Среднее количество ошибок 4,6 4,9 4,5

Далее проведем непосредственную 
оценку качества идентификации распределе-
ний. Поскольку каждое из приведенных про-
граммных средств может идентифицировать 
разное количество законов распределения, 
то остановимся только на тех из них, кото-
рые могут быть идентифицированы всеми 
тремя программами. Таким образом, среди 
всего многообразия законов распределения 
идентификации подлежат только нормаль-
ный, равномерный (непрерывный), экспо-
ненциальный, а также распределение Рэлея. 

Методика проверки следующая: на  ге-
нераторе случайных чисел было сгене-
рировано множество совокупностей дан-
ных  – 200 для каждого из распределений в  
интервале от 25, что составляет минимальный 
интервал для идентификации программой 
«Обработка массивов данных», до 1000 зна-
чений. В качестве генератора использовалась 
программа Mathcad 14. Каждое из  распреде-
лений затем подвергалось идентификации, 
и каждый результат фиксировался. Итоговые 
результаты приведены в таблице 2.

По полученным данным в таблице 2 видно, 
что лучший результат в процессе идентифика-
ции таких законов распределения, как экспо-
ненциальный и нормальный, дает «Настройка 
распределения». Однако данное программное 
средство имеет наиболее низкие результаты 
при оценке распределения Рэлея и непрерыв-
ного равномерного распределения.

Программное средство «Обработка мас-
сивов данных» имеет наилучший результат 

при идентификации распределения Рэлея, 
но наихудший для экспоненциального и  
нормального закона распределения. Про-
граммное средство «Knowlaw» наиболее 
точно идентифицирует равномерное непре-
рывное распределение, при этом все осталь-
ные рассматриваемые законы распределе-
ния идентифицируются с не самыми худ-
шими результатами. 

Далее проведем проверку на наличие 
ошибок второго рода. Для этого сгенериру-
ем массивы данных в том же количестве, 
что и в предыдущей проверке, и имеющих 
схожие законы распределения, такие как: 
для проверки идентификации равномер-
ного закона распределения: нормальное 
и бета-распределение; для проверки иден-
тификации нормального закона распреде-
ления: равномерное, гипергеометрическое, 
биномиальное, логистическое и гамма-рас-
пределение; для проверки идентификации 
экспоненциального закона распределения: 
распределения Коши, Пуассона, геометри-
ческое и логнормальное распределения; 
для проверки идентификации закона рас-
пределения Рэлея: распределение Вейбулла 
и гамма-распределение. В результате прове-
денной проверки получаем величины оши-
бок второго рода (табл. 3).

По полученным данным в таблице 3  
лучший результат для экспоненциального 
и нормального законов распределения веро-
ятностей имеет программное средство «На-
стройка распределения».
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Таблица 3
Величина ошибки второго рода в процессе идентификации  

законов распределения программными средствами, %

Сравниваемые распределения «Настройка 
распределения» 

«Обработка  
массивов данных» «Knowlaw»

Нормальное 4,0 4,5 4,5
Равномерное непрерывное 4,0 4,0 3,0
Экспоненциальное 4,5 5,5 4,5
Рэлея 5,0 3,0 5,5
Среднее количество ошибок 4,4 4,3 4,4

Программное средство имеет худший 
среди рассматриваемых продуктов результат 
при идентификации равномерного непре-
рывного распределения.

Программное средство «Обработка мас-
сивов данных» наилучший результат пока-
зывает при идентификации распределения 
Рэлея, при этом худший  – для нормально-
го и экспоненциального распределений. 
Программа «Knowlaw» имеет наилучший 
результат в процессе идентификации рав-
номерного закона распределения. Таким 
образом, оптимальным методом является 
программный продукт «Knowlaw». Данный 
вывод сделан с учетом всех представленных 
преимуществ, а также меньшей суммарной 
ошибки первого и второго рода.

Заключение
Результаты исследования эффективно-

сти программы для идентификации закона 
распределения вероятностей «Knowlaw» 
позволяют сделать вывод, что данная про-
грамма  – средство с широким функциона-
лом и имеет преимущества перед аналога-
ми. К ним относятся большее число законов 
распределения, которые удается оценить, 
а также возможность выбора определенного 
закона из нескольких вариантов. Кроме того, 
оценка точности подбора законов показала, 
что программное средство «Knowlaw» наи-
более точно идентифицирует равномерное 
непрерывное распределение, при этом все 
остальные рассматриваемые законы рас-
пределения идентифицируются с не самы-
ми худшими результатами.
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