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Статья посвящена описанию постановки задачи и построению математической модели оценки эконо-
мической эффективности территориально-производственного кластера как сложной социально-экономи-
ческой системы. Рассмотрены некоторые модельные подходы к решению указанной задачи, проведен их 
краткий анализ. Математическая модель кластера строится на основе оптимизационного подхода и является 
многокритериальной задачей линейного программирования, основной идеей применения которой пред-
ставляется выявление экономического потенциала кластера. Знание максимальных инвестиционно-про-
изводственных возможностей кластерной структуры позволит принимать управленческие решения, моти-
вирующие экономических агентов к участию в кластере, задействовать рыночные механизмы внедрения 
инноваций в конкретные производственные отрасли или направления экономической деятельности терри-
торий, а также сориентирует на выявление оптимальных объемов и пропорций осуществляемых ими инве-
стиционных, производственных и финансовых затрат с учетом маркетинговых, трансакционных, иннова-
ционных, инфраструктурных, экологических, финансовых и других аспектов функционирования кластера. 
В работе обосновано существование решения задачи, соответствующей представленной математической 
модели, что позволяет использовать эффективные численные методы ее анализа и разрабатывать системы 
поддержки принятия инвестиционных, производственных и финансовых решений относительно выбора 
оптимальных объемов инвестиций, производства продукции предприятиями кластера, способов финанси-
рования его деятельности. 
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The article is devoted to the description of the problem statement and the construction of a mathematical model 
for assessing the economic efficiency of a territorial-production cluster as a complex socio-economic system. Some 
model approaches to solving this problem are considered, and their brief analysis is carried out. The mathematical 
model of the cluster is based on the optimization approach and is a multi-criteria linear programming problem, the 
main idea of ​​which is to identify the economic potential of the cluster. Knowledge of the maximum investment and 
production capabilities of the cluster structure will make it possible to make managerial decisions that motivate 
economic agents to participate in the cluster, to use market mechanisms for introducing innovations in specific 
production sectors or areas of economic activity of the territories, and will also focus on identifying the optimal 
volumes and proportions of investment, production and financial costs, taking into account marketing, transaction, 
innovation, infrastructural, environmental, financial and other aspects of the functioning of the cluster. The paper 
substantiates the existence of a solution to the problem corresponding to the presented mathematical model, which 
makes it possible to use effective numerical methods for its analysis and develop systems to support the adoption of 
investment, production and financial decisions regarding the choice of optimal investment volumes, production of 
products by cluster enterprises, and methods of financing its activities.
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Проблема экономико-математическо-
го моделирования деятельности и оценки 
экономической эффективности территори-
ально-производственных кластеров (ТПК) 
остается весьма актуальной [1, 2], пре-
жде всего в связи с использованием моде-
лей ТПК для решения задач планирования 

и прогнозирования социально-экономиче-
ского развития регионов. Математические 
модели ТПК базируются преимуществен-
но на имитационном подходе, использу-
ющем методы анализа инвестиционных, 
производственных и финансовых потоков, 
циркуляция и динамика которых матема-
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тически описывается дифференциальными 
уравнениями первого порядка. Не менее 
популярными остаются регрессионно-ста-
тистический [3] и экспертный [4] подходы, 
позволяющие строить и оценивать эффек-
тивность ТПК через регрессионные уравне-
ния связи факторов с учетом их экспертных 
оценок. В работе [5] рассмотрена оптими-
зационная линейная модель кластера с за-
данным частным набором коэффициентов 
удельных ресурсных затрат в экономиче-
ской системе. В данной работе рассматри-
вается подход к анализу ТПК, включающий 
линейную оптимизационную модель его 
развития, ориентированную на использо-
вание описанного в [6] автоматизирован-
ного комплекса многопараметрического 
анализа указанной модели, представляю-
щих соответствующую систему поддержки 
принятия решений с учетом эколого-эконо-
мического комплекса [7] проблем угледо-
бывающей территории.

Материалы и методы исследования
Рассмотрим следующую содержатель-

ную постановку задачи, описывающую де-
ятельность ТПК. Пусть на некоторой эко-
номической территории функционирует 
совокупность организаций, объединенная 
в ТПК, связанная с производством и реа-
лизацией n видов продукции (товаров и/
или услуг). Для производства каждого вида 
продукции используется комплект основ-
ных производственных фондов (комплект 
ОПФ), имеющий следующие характеристи-
ки: сk – рыночная стоимость k-го комплекта 
ОПФ (денежных единиц, д.е.); Vk  – произ-
водительность k-го комплекта ОПФ (коли-
чество единиц продукции, производимой 
данным комплектом; ед.прод/комплект 
ОПФ); Tk  – срок полезного использования 
k-го комплекта ОПФ (экономических ци-
клов, э.ц.). Предполагается, что стоимость 
комплектов ОПФ включает стоимости всех 
составляющих его материальных и немате-
риальных активов, без которых невозможны 
производство и реализация соответству-
ющей продукции. Иначе говоря, в ОПФ 
осуществлены соответствующие капита-
ловложения (инвестиции). Производимая 
на указанных комплектах ОПФ (в соответ-
ствии с принципом чистых отраслей) про-
дукция n видов имеет различную рыночную 
цену Pk единицы k-го вида и различный 
стоимостной спрос qk на продукцию k-го 
вида, определяемый на территории долей 
рынка, занимаемой производимой продук-
цией. Производство k-го вида продукции 
характеризуется своими условиями (трудо-  
βk и материалоемкостью pk, как экспертно за-
даваемыми долями общепроизводственных 

затрат на производство продукции), а также 
своими управленческим и рыночным окру-
жением (системой управления, условиями 
финансирования, уровнем инфляции, гори-
зонтом планирования и пр.). Для удобства 
проект производства некоторого вида про-
дукции в кластере далее будем также назы-
вать проектом кластера. Введем следующие 

обозначения: 
1

n

k
k

R R
=

= ∑ , 
1

n

k
k

Z Z
=

= ∑   – со-

ответственно суммарные общие доходы 
и расходы предприятий кластера, где Rk, 
Zk – соответственно доходы и расходы пред-
приятий, производящих k-й вид продукции;  
Z = Amk + Fk + N1k + N2k + N4k + N5k + zk  – 
общие расходы в кластере; где Amk – аморти-
зация ОПФ предприятий кластера, произво-
дящих k-й вид продукции; Fk – фонд оплаты 
труда (ФОТ) на предприятиях кластера, 
производящих k-й вид продукции; N1k  – 
налог на добавленную стоимость (НДС) 
предприятий кластера, производящих k-й 
вид продукции; N2k  – налог на имущество 
(НИ) предприятий кластера, производящих 
k-й вид продукции; N3 – налог на прибыль 
(НП) предприятий кластера, производящих 
k-й вид продукции; N4 – страховые взносы 
в социальные фонды (СВ), предприятий 
кластера, производящих k-й вид продук-
ции; N5k – дополнительные (страховочные) 
затраты предприятий кластера, производя-
щих k-й вид продукции (в том числе эко-
логические штрафы, метод учета которых 
представлен, например, в [7], другие на-
логовые и неналоговые затратные потоки, 
пропорциональные объемам производства 
продукции в материальном или финансовом 
отношении при функционировании ТПК); 
αi (i = 1,...,5)  – соответствующие средние 
ставки указанных налоговых и неналоговых 
затрат; z  – суммарные оборотные расходы 
предприятий кластера; zk – оборотные рас-
ходы предприятий кластера, производящих 
k-й вид продукцию; Wk = (1 – α3)(Rk – Zk) – 
чистая прибыль предприятий кластера, про-
изводящих k-й вид продукции; Sk

0  – оста-
точная стоимость ОПФ предприятий 
кластера, производящих k-й вид продукции; 
DSP = DSP0 + W + CrP + DotP  – суммарные 
текущие средства всех предприятий кла-
стера, где DSP0  – начальные средства всех 
предприятий кластера; CrP  – сумма креди-
тования текущей деятельности кластера; 
DotP  – сумма дотаций (государственное 
или другое беспроцентное (безвозвратное) 
финансирование) на функционирование 
кластера; DSC = DSC0 + ZPC + CrC + DotC – 
суммарные текущие средства домохозяйств 
ТПК, где DSС0 – начальные средства домо-
хозяйств ТПК; ZPC – заработная плата домо-
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хозяйств от предприятий ТПК; CrC – сумма 
кредитования домохозяйств, сотрудничаю-
щих с организациями ТПК; DotС  – сумма 
дотаций (государственное или другое бес-
процентное (безвозвратное) финансиро-
вание) домохозяйствам сотрудничающим 
с организациями ТПК; 
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критерии эффективности управляющего 
центра, производителя и потребителя со-
ответственно, где rk  – ставки дисконтиро-
вания потоков в k-м проекте кластера, учи-
тывающие инфляцию, уровень требований 
инвестора и другие экономические и поли-
тические риски деятельности предприятий 
кластера; r  – ставка инфляции на горизон-
те T планирования развития ТПК. В табли-
це представлены классификация введенных 
параметров по группам, их единицы изме-
рения, а также описаны содержательные 
ограничения деятельности ТПК, учитывае-
мые в формируемой модели.

Отметим, что большинство приведен-
ных в таблице показателей, характери-
зующих комплекты ОПФ и продукцию 
предприятий кластера, особенности ее про-
изводства и продажи, ограничения произ-
водства и окружающей рыночной среды, 
могут быть «считаны» при анализе рыноч-
ной информации из различных источников 
(сайты официальной экономической ста-
тистики, публикации открытой аналитики, 
открытая бухгалтерская отчетность пред-
приятий и т.п.). Введем далее следующие 
обозначения переменных и комплексов: хk – 
объем инвестиций в ОПФ k-го вида, {д.е.}; 
хn+k  – выручка от продажи продукции k-го 
вида, {д.е.}; x2n+1  – объем кредита, взятого 
на финансирование текущей деятельности 
предприятий кластера, {д.е.}; x2n+2 – объем 
дотации на финансирование как стратеги-
ческой, так и тактической деятельности 
предприятий кластера, {д.е.}. Тогда 
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Количественные характеристики и ограничения деятельности ТПК 

Группа 
характеристик

Идентификатор 
характеристики

Единица  
измерения

Содержательный смысл  
характеристики

Характеристики 
комплекта ОПФ k-го 

предприятия кластера

сk д.е./ед.ОПФ стоимость комплекта ОПФ k-го вида
Тk э.ц. срок службы комплекта ОПФ k-го вида
Vk ед.пр. / ед.ОПФ производительность комплекта ОПФ k-го вида

δk = PkVk/сk  % фондоотдача комплекта ОПФ k-го вида
Характеристики k-й 
продукции кластера 

и особенности  
ее производства

Pk д.е./ед.прод. рыночная цена единицы продукции k-го вида
qk д.е. спрос на продукцию k-го вида
βk  % доля общих затрат Zk, используемая для опла-

ты труда при производстве k-й продукции 
(трудоемкость производства)

pk  % доля общих затрат Zk, используемая на при-
обретение сырья, материалов и другие теку-
щие затраты, расходуемые в течение одного 
экономического цикла при производстве k-й 
продукции (материалоемкость производства)

Характеристики внеш-
ней среды, финансо-
вые условия работы 

предприятий кластера

T0 э.ц. срок кредита на финансирование текущей де-
ятельности

r0  % ставка кредита на финансирование текущей 
деятельности

Crmax д.е. максимальная сумма кредита, взятого на фи-
нансирование текущей деятельности

Dotmax д.е. максимальная сумма дотаций производителю
Imax д.е. максимальная сумма инвестиций



СОВРЕМЕННЫЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 8, 2021

91
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

Суммарные производственные затраты состоят из суммарных инвестиционных затрат I 
и текущих затрат Z, включающих текущие затраты Zk каждого из n предприятий, произво-
дящих продукцию ТПК:
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Следует отметить, что все содержательные потоки (доходов, расходов, прибыли, инве-
стиций, собственных средств, остаточной стоимости ОПФ и др.) зависят линейно от ис-
комых переменных задачи xk, xn+k, x2n+1, x2n+2. Поэтому с учетом приведенных обозначений 
и ограничений, математическая модель ТПК в матричном виде примет форму следующей 
трехкритериальной задачи линейного программирования:
A(2n+4)× (2n+2) x(2n+2)×1 ≤ b(2n+4)×1, x(2n+2)×1 ≥ 0, NPV1(х) → max, NPV2(х) → max, NPV3(х) → max, (*)

где 
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0 ... 0 0 ... 0 0 1

n n

n

n

n n

E
A

O E

 − α ξ − α ξ α − − ζ α − − ζ − −
 
 

−δ 
 
 =
 −δ
 
 
 
 
 

,

Окончание таблицы
Группа 

характеристик
Идентификатор 
характеристики

Единица  
измерения

Содержательный смысл характеристики

Риски функциониро-
вания предприятий 

кластера

rинф  % риск инфляции (учитывается через ставку ин-
фляции)

rинв  % риск требований инвестора (учитывается 
через ставку кредита и/или другие формы за-
имствований, в том числе с учетом дивиденд-
ной политики крупных предприятий кластера

r = rинф + rинв  % общий риск
Ограничения функци-
онирования кластера

ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ
Объем производства не выше производственных возможностей (мощностей)
Объем производства не выше спроса на продукцию

ИНВЕСТИЦИОННО-ФИНАНСОВЫЕ
DS ≥ 0 – условие платежеспособности предприятий кластера на горизонте пла-
нирования Т
I ≤ Imax – условие ограниченности инвестиций максимальной суммой на гори-
зонте планирования Т
Cr ≤ Crmax – условие ограниченности кредитов максимальной суммой на гори-
зонте планирования Т
Dot ≤ Dotmax – условие ограниченности дотаций максимальной суммой на гори-
зонте планирования Т
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b(2n+4)×1 = (DS0; Imax;0,…,0; q1,…,qn; 1Crmax; Dotmax)
T, 

( )
( ) ( )

2 1 5

4 4

/ 1 /
,

1 1 1 1
k k

k k
k k k k

T T T T
p p

+ α − α + α
ξ = ζ =

− + α β − − + α β −
,

( )
5

1
1 1

max,
1

T
i

t
t i

N
NPV

r= =

= →
+

∑∑
 ( )

0

2
1 1

max,
1

T N
k k

t
t k k

W S
NPV

r= =

+
= →

+
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 ( )3
1

max.
1

T
C

t
t

ZP
NPV

r=

= →
+

∑

Описание деятельности ТПК в фор-
ме (*) позволяет автоматизировать расчеты 
в соответствующей информационно-анали-
тической системе, так как модель (*) пред-
ставляет собой многокритериальную задачу 
линейного программирования с допусти-
мым множеством в виде непустого компак-
та, что гарантирует существование решения 
этой задачи для всех допустимых значений 
входящих в нее параметров. Кроме того, 
в силу линейности модели, например, в со-
ответствии с [8], трехкритериальная модель 
эквивалентна соответствующей однокрите-
риальной с критерием в виде выпуклой ли-
нейной комбинации критериев (1):

3

1

max;c m m
m

NPV NPV
=

= α →∑  1 2 3 1,α + α + α =

что позволяет автоматизированно получать 
решение (1) с использованием симплекс-
метода Дж. Данцига [9], а также прово-
дить многокритериальный анализ задачи 
путем анализа соответствующего ей Па-
рето-множества с помощью описанного 
в [6] программного комплекса и алгорит-
мов работы [7]. Легко проверяется, что ну-
левой вектор является частным решением 
системы  (1), а ее нетривиальное решение 
также получается с использованием ука-
занного программного комплекса. Таким 
образом, это позволяет рассматривать 
данную совокупность инструментов (мо-
дель – алгоритм – пакет программ), как ори-
ентированную на конечного пользователя – 
экономиста-аналитика – систему поддержки 
принятия управленческих решений в сфере 
функционирования, планирования и про-
гнозирования развития ТПК.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Построенная математическая модель 
позволяет получить количественную оцен-
ку экономического потенциала ТПК, а так-
же трактовать различные особенности его 
функционирования – маркетинговые, транс-
акционные, инновационные, инфраструк-
турные, экологические, финансовые. Напри-

мер, учет маркетинговых, трансакционных, 
экологических издержек возможен в моде-
ли путем рассмотрения пропорциональных 
объемам производства затратных потоков, 
например в потоке N5 или в ставке дискон-
тирования. Инновационный характер про-
изводимой продукции можно учесть путем 
рассмотрения следующей цепочки рассуж-
дений. Назовем набор Т(сk,Тk,Vk,Pk,qk,βk,рk) 
традиционной («старой») технологией 
производства продукции k-го вида (или со-
ответствующего ей по функционалу ана-
лога инновационной продукции), а набор 
Т*(сk

*,Тk
*,Vk

*, Pk
*, qk

*, βk
*, рk*), где сk

* = γkсk, 
Тk

* = τkТk, Vk
* = νkVk, Pk

* = πkPk, qk
* = σkqk, 

βk* = φkβk, рk* = ρkpk – инновационной («но-
вой») технологией производства продукции 
k-го вида продукции. Здесь коэффициенты 
γk, τk, νk, πk, σk, φk, ρk  – экзогенно (в част-
ности, экспертно) задаваемые величины, 
отражающие соответственно оценки изме-
нения численных значений характеристик 
активов, продукции, особенностей произ-
водства и продажи продукции при переходе 
к «новой» технологии. Сравнение расчетов 
по модели (1) с характеристиками, соот-
ветствующими технологиям Т и Т*, может 
помочь выявить влияние на показатели 
развития кластера производственных, тех-
нологических, маркетинговых инноваций 
путем комбинации коэффициентов γk, τk, νk, 
πk, σk, φk, ρk. Например, включение в кластер 
предприятия (группы предприятий) по про-
изводству некоторой продукции может по-
влиять на их доступ к производственным 
технологиям, государственной поддержке, 
расширению доли рынка и, соответственно, 
увеличению спроса на продукцию. Также 
возможен учет различных инфраструктур-
ных особенностей производства, например, 
путем включения в состав ТПК соответ-
ствующих предприятий, не занимающих-
ся производством профильной продукции. 
При этом указанные изменения и особенно-
сти возможно учесть и оценить (как экспер-
тно, так и путем маркетингового анализа) 
через варьирование значений параметров γk, 
τk, νk, πk, σk, ρk. Наличие в ТПК подготовлен-
ных квалифицированных кадров для произ-
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водства продукции кластера или, соответ-
ственно, учет необходимых для этого затрат 
может отражаться в значениях коэффици-
ентов φk. Особенности системы управления 
в кластере, в том числе учитывающие диви-
дендную политику крупных предприятий 
кластера, – через ставки дисконтирования rk 
и r, особенности финансирования развития 
кластера – через ставки r и r0 и так далее.

Заключение
Представленная математическая модель 

ТПК является многокритериальной задачей 
линейного программирования, имеющей 
эффективные инструменты ее численного 
анализа. Аналогичные предложенной оп-
тимизационные математические модели со-
циально-экономических систем различного 
экономического уровня, учитывающих не-
которые из присущих ТПК особенностей 
его функционирования, рассмотрены в ра-
боте [6]. Там же приведены результаты со-
ответствующих расчетов, подтверждающих 
содержательную адекватность указанных 
математических моделей. Отметим, что не-
обходимая для оперативного анализа эконо-
мической эффективности инвестиционно-
производственных проектов развития ТПК 
скорость расчетов позволяет рассматривать 
используемый инструментальный комплекс 
как основу и ключевую составляющую 
построения социально-экономического 
цифрового двойника [10] такой сложной 
социально-экономической системы, как тер-
риториально-производственный кластер.
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