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Известно, что наиболее сложные задачи школьного курса математики содержат параметры. Дальней-
шее изучение таких задач проводится уже в высшей школе, в частности в курсах аналитической геометрии, 
алгебры, дифференциальных уравнений, а с общих позиций и современных приложений они излагаются 
в курсах нелинейной динамики и теории бифуркаций, преподаваемых на физико-математических факульте-
тах университетов. Что касается политехнических вузов, то эти вопросы освещаются, с нашей точки зрения, 
недостаточно. Напомним, что параметр – это числовая величина, входящая в математическую модель  ,  
значение которой изначально не задается, но определяется некоторым промежутком ее возможного изме-
нения. Часто смысл ее введения в модель заключается в том, что мы не все физические величины знаем 
точно, таким образом, любая модель таит некоторую ошибку. Возможность такой ошибки и закладывается 
в термине «параметр». В статье проводится анализ сущности понятия «параметр»; рассматриваются раз-
личные аспекты его использования; подчеркивается, что параметр порождает семейство математических 
моделей, свойства которых часто существенно зависят от выбора его значения; приводятся примеры исполь-
зования параметра при исследовании интегралов и дифференциальных уравнений; утверждается, что ос-
новой инженерного математического образования должна служить система тщательно подобранных задач, 
включающих параметры. При этом формирование такой математической культуры у учащихся должно быть 
перманентным, начинаться с первого курса. Целью статьи является разработка концепции использования 
в учебном процессе вузов системы задач с параметрами. Педагогический опыт применения такого подхода 
обучения показывает, что эти задачи развивают гибкость и вариативность мышления учащихся, способству-
ют формированию креативного, нестандартного мышления. 

Ключевые слова: задачи с параметрами в вузе, формирование исследовательских компетенций
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It is known that the most difficult problems of the school mathematics course contain parameters. Further study 
of such problems is carried out already in higher school, in particular, in the courses of analytical geometry, algebra, 
differential equations, and from a general point of view and modern applications, they are presented in the courses 
of nonlinear dynamics and bifurcation theory taught at the physics and mathematics departments of universities. As 
for polytechnic universities, these issues are not sufficiently covered from our point of view. Recall that a parameter 
is a numerical value included in the mathematical model S, the value of which is not initially set, but is determined 
by a certain interval of its possible change. Often the meaning of its introduction into the model is that we do not 
know all the physical quantities exactly, so any model is fraught with some error. The possibility of such an error 
is laid down in the term parameter. The article analyzes the essence of the concept of parameter, considers various 
aspects of its use, emphasizes that the parameter generates a family of mathematical models, the properties of 
which often significantly depend on the choice of its value, provides examples of the use of the parameter in the 
study of integrals and differential equations, states that the basis of engineering mathematical education should be a 
system of carefully selected problems, including parameters. At the same time, the formation of such a mathematical 
culture among students should be permanent, starting from the first year. The purpose of the article is to develop 
the concept of using a system of tasks with parameters in the educational process of higher education institutions. 
The pedagogical experience of using this approach of teaching shows that these tasks develop the flexibility and 
variability of students ‘ thinking, contribute to the formation of creative, non-standard thinking.

Keywords: tasks with parameters in the university, the formation of research competencies

По определению параметр есть величи-
на, значения которой позволяют различать 
элементы некоторого множества между 
собой. Рассмотрим, например, уравнения 
x = at – asint, y = a – acost. Видно, что каж-
дому числу t, согласно этим равенствам, 
можно поставить в соответствие точку 
на плоскости с координатами (x, y). Множе-
ство всех таких точек, как известно, образу-
ет кривую, называемую циклоидой. Соглас-
но приведенному определению, t следует 
назвать параметром. 

При более общей трактовке понятия 
«параметр» некоторому числу или числам 
в соответствие ставится некоторый объект. 
Пусть, например,    – математическая мо-
дель (объект), структура которой задана, 
но некоторые величины, входящие в нее, 
заранее не определены. В простейших слу-
чаях модель   с заданной структурой пол-
ностью определяется одним параметром λ, 
тогда говорят о семействе ( )λ . Таким об-
разом, при этой трактовке понятия параме-
тра каждому значению λ ставится в соот-
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ветствие объект  ( )λ , обладающий теми 
или иными свойствами, которые мы и изу-
чаем при различных возможных изменени-
ях λ. Объект может быть функцией (опера-
тором, функционалом), системой уравнений 
или неравенств, пространственной кривой 
или поверхностью, совокупностью кривых 
на плоскости или в пространстве. Приведем 
простые примеры.

1. Пусть ( ) 2 3 4,
:

4 5.
x y
x y

+ =
λ  + λ =

  Исследуй-

те решения системы в окрестности точки 
λ* = 6.

2. Пусть ( )
2 2

2 2: 1
( )

x y
a a

λ + =
− λ

 . Изобра-

зите всю совокупность кривых. Что с гео-
метрической точки зрения отвечает пара-
метру λ* = a?

3. Изобразите эскизы поверхностей 

( )
2 2 2

2 2 2: x y z
a b c

λ + − = λ . Что происходит 

при переходе через значение λ* = 0? 
4. Пусть ( ) { } 1

: (1 )n
n

∞

=
λ − λ . Каким λ от-

вечают сходящиеся последовательности?

5. Пусть ( ) [ ]
2

2 2
0

, 0,1 .
1 sin

dx

x

π

λ = λ ∈
− λ∫  

Вычислите ( )0 , ( )1 . Докажите монотон-
ность функции ( )λ  в интервале [0,1]λ ∈ . 

6. Дано дифференциальное уравнение 
( ) :λ  4 sinx x t+ = λ . При каких λ решения 

уравнения ограничены (не ограничены)?
Целью настоящей статьи является по-

строение методологии обучения математи-
ке в политехническом вузе, в центр которой 
предлагается ставить понятие семейства 

( )λ  математических моделей, зависящих 
от параметра. В целом для математики это 
не является новым. Новизна здесь в том, 
чтобы эта концепция проходила лейтмоти-
вом через весь курс математики с акцентом 
на том, что наличие параметра (или параме-
тров) в задаче вносит дополнительную осо-
бенность: требует повышенного внимания, 
оттачивает логику рассуждений, стимули-
рует интерес. Таким образом, рассмотрение 
таких задач способствует постепенному 
формированию у студентов исследователь-
ских навыков [1–3]. Обратим внимание, 
что четко усвоенные алгоритмы решения 
задач и многочисленное их повторение 
на практике такой функции не решают, 
при этом притупляется сознание, а инте-
рес у студентов пропадает. Задачи с пара-
метрами можно ставить во всех разделах 
курса математики: алгебре, геометрии, 
анализе, теории вероятностей, но особен-

но в дифференциальных уравнениях и ин-
форматике. Последнее объясняется тем, 
что область исследования дифференциаль-
ных уравнений и отображений (так имену-
ются дискретные динамические системы) 
с параметрами, называемая теорией би-
фуркаций, по существу, междисциплинар-
ная и является краеугольным камнем со-
временной нелинейной динамики, активно 
развивающейся в настоящее время [4–6]. 
В информатике рассмотрение таких задач 
дает возможность познакомить студентов 
с результатами, которые в науке были из-
учены сравнительно недавно. Здесь име-
ется в виду феномен детерминированного 
хаоса, открытого в 1970-х гг. [7, 8]. Под-
черкнем, что параметр – это, с одной сто-
роны, математический изыск, с другой  – 
требование практики, и культуру работы 
с ним необходимо постепенно формиро-
вать и совершенствовать. 
Разноуровневые исследовательские задачи

Прежде всего отметим, что параме-
тры, входящие в математическую модель, 
выполняют разную роль. В одних задачах 
за ними скрываются числовые величины, 
изменение которых принципиально ничего 
не меняет в поведении модели, и это самое 
простое толкование параметра (в этом слу-
чае говорят о грубой модели [4]). При этом 
малым изменениям параметра отвечают 
малые изменения свойств в модели (в по-
ведении системы). В других, принципи-
ально иных задачах, параметр вводят в за-
дачу специально, чтобы воспользоваться 
возникающими на этом пути возможно-
стями в решении задачи [9]. В-третьих, 
параметр в исходной модели вовсе отсут-
ствует, но появляется в процессе решения 
задачи [10–12]. В-четвертых, параметр от-
ражает философский закон перехода коли-
чества в качество. А именно при переходе 
параметра через некоторое значение λ* мо-
дель ( )λ  изменяется качественно (в этом 
случае говорят, что модель не является гру-
бой при λ*). Именно такие изменения яв-
ляются предметом теории бифуркаций [4, 
11]. Обсудить все возможные ситуации 
с достаточной полнотой в одной статье 
нам не удастся. Остановимся на некоторых 
отмеченных аспектах появления и исполь-
зования параметра и расставим необходи-
мые акценты.

Обсудим для начала идею введения па-
раметра в математическую модель с целью 
решения задачи. Продемонстрируем метод 
на примерах из интегрального исчисления. 
Метод элементарен, познавателен и полезен 
как инструментарий многочисленных учеб-
ных заданий. 
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Пример 1. Требуется вычислить следующий несобственный интеграл 
1

2

0

ln .S xdx= ∫С этой целью рассмотрим вспомогательный интеграл с параметром λ:

( )
11 1

0 0

1
1 1

xx dx
λ+

λλ = = =
λ + λ +∫

На первый взгляд, никакой связи между двумя интегралами нет. Однако, вычисляя по-
следовательно производные по λ под знаком интеграла (данная операция здесь корректна), 

получим: ( )
( )

( )
1 1 1

2
2 3

0 0 0

1 2' ln ,  '' ln .
( 1)1

d x dx x xdx x xdx
d

λ λ λλ = = = − λ = =
λ λ +λ +∫ ∫ ∫ 

Отсюда, полагая в последней формуле λ = 0, получим ( )
1

2 ''

0

ln 0 2.S xdx= = =∫ 

Понятно, что на основе этой идеи вычисляются не только интегралы 
1

0

ln ,n xdx∫  
но и другие.

Пример 2. Пусть требуется вычислить интеграл 
( )42

0 1

dxS
x

∞

=
+

∫ . Мы знаем, 

что 
2

0
21

dx
x

∞ π=
+∫ . Рассмотрим его обобщение, ( ) 2 2

0
2

dx
x

∞ πλ = =
λ+ λ∫ . Дифференцируя по-

следнее равенство по λ, легко находим 2 2 2 3
0 ( ) 4

dx
x

∞ π=
+ λ λ∫ . Дифференцируя еще раз, полу-

чим 2 2 3 4
0

4 3
( ) 4

dx
x

∞ − λ π= −
+ λ λ∫ . Отсюда находим 2 2 3 5

0

3
( ) 16

dx
x

∞ π= −
+ λ λ∫ . Дифференцируя третий 

раз, окончательно получаем 
2 2 4 6

0

5
( ) 32

dx
x

∞ π=
+ λ λ∫ . Таким образом, ( )

( )42
0

51
321

dxS
x

∞ π= = =
+

∫ .

Пример 3. Интеграл 
0

sin .xS dx
x

∞

= ∫  Введем в рассмотрение параметр, обобщая наш ин-

теграл ( )
0

sin .x xe dx
x

∞
−λλ = ∫  Ясно, что ( )0 S= . Продифференцируем ( )λ  по параметру 

( )
0

sin .xe xdx
∞

−λλ = −′ ∫  Вычисляя последний интеграл по частям два раза, приходим к урав-

нению ( ) 2
1

1
λ = −′

λ +
 . Отсюда, интегрируя, получим ( ) arctg Cλ = − λ + . Для определе-

ния константы C перейдем в последнем равенстве к пределу при λ → +∞ и, учитывая, 

что ( ) 0+∞ = , получим 
2

C π= . Тогда ( ) arctg
2
πλ = − λ . А тогда ( )0

2
S π= = . 

Замечание. Идея искусственного введения параметра в модель с целью решения зада-
чи используется в математике давно. Посмотрим на историческом примере [4], как в свое 
время она позволила разобраться с интегрированием уравнения 22 0x ax a x+ + =  (символы 
x , x обозначают 1-ю и 2-ю производные по t). Видно, что его характеристическое уравне-
ние 2 22 0k ak a+ + =  имеет кратные корни 1 2k k a= = −  и функция ( )1

atx t e−=  – решение. 
Согласно теории, есть второе решение – линейно независимое с первым. Как же его наш-
ли? Предположим, что корни характеристического уравнения были бы разные. Например, 

1  k a= −  и 2 ( )k a= − − λ . Здесь λ – малое число. Таким способом в задачу мы ввели параметр. 
Тогда вторым решением будет функция ( ) ( )

2
a tx t e− −λ= . Но мы знаем из свойств решений ли-

нейных уравнений, что решением будет и комбинация ( ) ( )( )1 1t
a t at at ex t e e te

t
− − −

λ
λ − −− =

λ λ
= .  
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Переходя в этой последней формуле к преде-
лу при λ ⟶ 0, получим ( )2

atx t te−= . Таким 
образом, была найдена фундаментальная 
система решений ( ) ( )1 2, at atx t e x t te− −= =  
дифференциального уравнения с кратными 
корнями. 

Большие возможности для постановки 
учебно-исследовательских задач дает тео-
рия дифференциальных уравнений с пара-
метрами. Начнем с задачи классификации 
типов положений равновесия линейных 
систем второго порядка. Постановка вопро-
са здесь предельно проста. Требуется дать 
классификацию положений равновесия 
в системе с параметром. Например, для си-

стемы ( ) 2 3
:

x x y
y x y
= +

λ  = + λ





  провести разбие-

ние прямой λ на промежутки с одинаковым 
поведением траекторий и изобразить все 
фазовые картины. Эта задача редуцируется 
к школьной – анализу квадратного уравне-
ния с параметром λ [12] – и приведена в ста-
тье [13]. Ее можно отнести ко 2-му уровню 
сложности. 

К задаче 3-го уровня сложности мож-
но отнести следующую. Дано диффе-
ренциальное уравнение второго порядка 

3 0x x x− + =  и требуется найти решения, 
обладающие свойством ( ) 0 (x t t→ → ±∞ ). 
На первом шаге легко находится первый ин-

теграл уравнения ( )
4

2 2: 
2
xx xλ − + = λ . За-

метим, что ( ) λ  есть семейство дифферен-
циальных уравнений 1-го порядка. Затем 
на плоскости ( ), , x y y x=   строится семей-
ство кривых ( )λ . Далее необходимо сооб-
разить, что искомое решение определяется 
значением параметра λ = 0, ибо уравнение 

4
2 2 0 ( )

2
xy x x y− + = =  задает инвариант-

ное множество, проходящее через начало 
координат. Интегрируя последнее уравне-
ние с начальными условиями ( )0 2x = ± , 

находим два искомых решения ( ) 2t
cht

x = ± .  
Обратим внимание, что параметр λ возник 
здесь естественным образом по ходу реше-
ния задачи. Другие подобные задачи приве-
дены в статье [6]. 

Широкие возможности для постановки 
учебно-исследовательских задач предостав-
ляет теория бифуркаций [4, 5, 13] – бурно 
развивающаяся сегодня отрасль нелиней-
ной науки, имеющая многочисленные при-
ложения в технике. Приведем несколько 
типовых задач такого плана, рассмотрение 
которых, с нашей точки зрения, являет-
ся целесообразным.

Задача 1 сводится к бифуркационному 

анализу системы ( )
2 ,

: 
.

x x
y y

 = − λ
λ 

= −







Требуется исследовать ее по параметру 
как на плоскости x, y, так и в пространстве 
x, y, t. Заметим, что каждому значению па-
раметра λ отвечает своя фазовая картина, 
т.е. множество «всех» траекторий на пло-
скости, отвечающих решениям x(t), y(t) си-
стемы. Причем при переходе через значение 
λ* = 0 фазовая картина качественно меняет-
ся, т.е. происходит бифуркация. Эта пере-
стройка фазового портрета обсуждалась 
нами в статье [11]. При λ > 0 система имеет 
два состояния равновесия. Они являются 
устойчивым узлом и седлом. При λ* = 0 со-
стояния равновесия сливаются в одно – по-
луустойчивое. При λ < 0 состояния равнове-
сия исчезают. Такая бифуркация называется 
бифуркацией седла–узла. Эта задача может 
быть отнесена к первому уровню слож-

ности, ибо уравнение 2
dy y
dx x

=
λ −

 легко 

интегрируется, и вся сложность ложит-
ся на анализ функции y(x, λ), зависящей 
от параметра.

Задача 2 знакомит с бифуркацией рож-
дения предельного цикла из положения 
равновесия. Задача важна для многих тех-
нических специальностей (радиотехники, 
электроники, теории колебаний, теории ре-
гулирования). Модель имеет вид:

( )
2 2

2 2

,
: 

.

x x y x x y

y x y y x y

 = λ − − +λ 
= + λ − +







Учитывая специфику нелинейных чле-
нов 2 2x x y+  и 2 2y x y+ , в этой системе 
целесообразно перейти к полярной системе 
координат, в которой система примет вид:

( ) ( ) ,
:

1.
ρ =ρ λ − ρ

λ
ϕ = 





Решениями последней являются функ-
ции φ = t, ρ = ρ(t). Видно, что при λ < 0 функ-
ция ( ) ( ) 0 0F ρ ≡ ρ λ − ρ < ∀ρ > . Стало быть, 

0d
dt
ρ <  и ρ(t), монотонно убывая, стремит-

ся при t → +∞ к единственному состоянию 
равновесия. При λ = 0 картина принципи-
ально не изменяется (рекомендуется про-
интегрировать соответствующие уравнения 
и разобраться с тонкостями стремления 
ρ(t) к нулю). При λ > 0 в системе возника-
ет еще одно стационарное решение ρ = λ, 
которому на плоскости отвечает замкну-
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тая траектория – окружность радиуса r = λ. 
При этом другие траектории стремятся к ней, 
навиваясь снаружи и изнутри (рис. 1). Это 
следует из анализа знака производной F'(λ).

Задача 3 описывает бифуркацию рож-
дения двух циклов  – устойчивого и неу-
стойчивого [14] из полуустойчивого ( ) :λ  

( )( )22  ,

1.

d a
dt

d
dt

ρ = ρ λ − ρ −
 ϕ =

 (a – число).

Запишите эту систему в декартовой систе-
ме координат. Проверьте, что ( )cosx a t= ± λ ,  

( )siny a t= ± λ   – ее периодические реше-
ния, которым отвечают циклы. Проверьте, 
что при λ < 0 все траектории при t → +∞ 
спиралевидно наматываются на состояние 
равновесия ρ = 0. При λ = 0 возникает по-
луустойчивый цикл ρ = a: с одной стороны, 
траектории наматываются на цикл, с дру-
гой  – сматываются с него (при t → +∞). 
При λ > 0 полуустойчивый цикл расще-
пляется на два: один устойчивый, т.е. при-

тягивающий к себе траектории, другой 
(внутренний)  – отталкивающий от себя 
траектории. Решение требуется допол-
нить фазовыми картинами, прибегнув 
к численному моделированию системы 
на ПК [15, 16] (рис. 2). 

В задаче 4 требуется установить все би-
фуркации, среди которых новой является 
бифуркация рождения цикла из петли сепа-
ратрисы седлового положения равновесия 

( )
2 2 2,

: 
.

x x y
y x y

 = + −
λ 

= + + λ







Здесь требуется провести подробные 
аналитические вычисления, установить 
все бифуркационные значения параметра 
и провести компьютерные эксперименты 
для визуализации фазовых картин. Краткий 
анализ этой модели дан в статье [13].

Замечание. В приведенных выше за-
дачах мы ограничились случаем одно-
го параметра. Если в модели параметров 
больше, то их исследование существенно 
усложняется [4].

Рис. 1. Бифуркация рождения цикла

Рис. 2. Из сгущения траекторий (слева) рождаются два цикла (справа)
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В курсе информатики к задачам высоко-
го уровня сложности отнесем задачу чис-
ленного исследования дискретного урав-
нения [7] ( ) 1: (1 )n n nx x x+λ = λ − . Несмотря 
на внешнюю простоту, эта математическая 
модель таит массу интересных эффектов. 
Феномен этой модели хорошо известен уче-
ным (каскад бифуркаций удвоения периода, 
переход к хаосу). Однако численный ана-
лиз этой модели сегодня вполне посилен 
современному любознательному студенту. 
Таких дискретных моделей в современной 
математике и ее приложениях известно 
много. С ними можно ознакомиться по кни-
гам [7, 8].

Вскользь коснемся понятия параметра, 
используемого в теории вероятностей. Хо-
рошо известно, что закон распределения 
случайной величины ξ (как дискретной, так 
и непрерывной) задается функцией (распре-
деления), включающей в себя постоянные ве-
личины – параметры, которые конкретизиру-
ются по ходу решения задачи. Так, например, 
для случайной величины, равномерно рас-
пределенной в замкнутом промежутке [a, b],  
числа a и b  – суть параметры распределе-
ния; геометрическое распределение харак-
теризуется одним числом p – вероятностью 
успеха в серии одинаковых испытаний 

( ) :p  1(1 ) , 1, 2, 3,m
mp p p m−= − = …; бино-

миальное распределение характеризуется 
уже двумя параметрами: числом независи-
мых испытаний n и вероятностью успеха p: 

( ), : (1 ) , 0,1, ,m n m m
m nn p p C p p m n−= − = … ;  

закон Пуассона ( ) – a  одним  – средним 

значением : , 0,1 , 2,
!

m
a

m
aa p e m
m

−= = … ; по-

казательное распределение  – также одним 
( ) ( ):  0xf x e x−λλ = λ > ; нормальный за-

кон – двумя σ и m – среднеквадратическим 
отклонением и математическим ожиданием 

( )
2

2
( )

21, : ( )
2

x m

m f x e
−−
σσ =

σ π
 . Мы считаем, 

вполне посильной, но сложной задачей до-
казательство предельной теоремы Пуассо-

на: (1 )  
!

m
m m n m a
n

aC p p e
m

− −− →  (где p ≪ 1, 

n ≫ 1, np = a). Отметим, что распределение 
с двумя параметрами переходит в распреде-
ление с одним параметром [17]. 

Заключение
Древнейшая из наук математика за мно-

говековую историю своего существования 
превратилась поистине в необъятную об-
ласть человеческого знания, представи-
мую сегодня конгломератом математиче-
ских наук. Она востребована как никогда 

ранее, а возникающие прикладные задачи 
постоянно стимулируют ее развитие. Боль-
шие возможности открываются у матема-
тики в союзе с компьютерными методами 
и технологиями. Возросла роль дискретной 
математики. Вместе с тем преподавание 
общих курсов математики в технических 
вузах в сравнении с преподаванием других 
наук достаточно консервативно. Это объяс-
няется фундаментальностью ее открытий, 
практической значимостью результатов ее 
применения и, к сожалению, временными 
рамками преподавания. Менять содержа-
ние и объемы излагаемого материала – дело 
опасное и ответственное, и это все хорошо 
понимают. Однако методик изложения ма-
тематики во втузах существует множество 
в силу индивидуальных психологических 
различий и умственных способностей 
учащихся. 

В настоящей статье мы обратились 
к анализу понятия «параметр», его сущ-
ности, предназначению и коснулись неко-
торых аспектов его применения. Заметим, 
что уровень профессионализма современ-
ного инженера в значительной степени 
определяется его умением оценивать вли-
яние той или иной величины, присутству-
ющей в математической модели, на ход 
протекания процесса или явления, т.е. ра-
ботой с параметром (параметрами). В связи 
с этим особое положение здесь занимают 
математические модели, демонстрирую-
щие ветвление (бифуркационные явления). 
С нашей точки зрения, элементы теории би-
фуркаций должны быть шире представлены 
в курсах математики втузов, подкреплены 
прикладными задачами из механики, фи-
зики, химии, экологии, экономики и иных, 
а понятию «параметр» в целом должно быть 
уделено большее внимание. Наша педагоги-
ческая практика многократно подтвержда-
ла, что математическое инженерное образо-
вание должно опираться на систему задач, 
среди которых важнейшее место следует 
отвести задачам с параметрами. Такие зада-
чи наилучшим образом мотивируют студен-
тов к обучению, формируют в них гибкость 
и креативность мышления. В силу сказан-
ного мы и решили обратиться к этой теме.
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