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Исследуются вопросы взаимодействия видов городского пассажирского транспорта с точки зрения 
построения индивидуальных маршрутов поездок, включая сложные составные поездки с пересадками. 
Оптимальный для пассажира маршрут выбирается по критерию время – стоимость. Рассматриваются осо-
бенности использования метода динамического программирования для планирования таких составных 
маршрутов. Возможность построения многошагового процесса принятия решений в задаче оптимизации 
поездки гарантирует оперативные изменения маршрута в случае возникновения нештатных ситуаций. Это 
обеспечивается принципом оптимальности Р. Беллмана, в соответствии с которым оптимальный маршрут 
содержит в себе множество подмаршрутов, каждый из которых в свою очередь является оптимальным. По-
строенная модель оптимизации и вычислительная схема динамического программирования является гибкой 
в смысле возможностей включения различных модификаций задачи, например использования дополнитель-
ных критериев оптимизации. Необходимо также отметить, что в настоящее время разработано и внедрено 
множество сервисов и мобильных приложений, позволяющих строить маршруты поездок по различным 
критериям, в том числе и с пересадками. Чаще всего анализируются временные затраты на всю поездку. 
В данной работе предлагается учитывать и суммарную стоимость поездки исходя из того, что вместо еди-
ничного пассажира можно рассматривать группу пассажиров с общим бюджетом, например семью. 

Ключевые слова: исследование операций, динамическое программирование, оптимизация, транспортная 
логистика, неопределенность
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The issues of interaction of types of urban passenger transport are investigated from the point of view of 
building individual travel routes, including complex composite trips with transfers. The optimal route for the 
passenger is selected according to the time–cost criterion. The features of using the dynamic programming method 
for planning such compound routes are considered. The ability to construct a multi–step decision–making process in 
the trip optimization problem guarantees prompt route changes in the event of emergency situations. This is ensured 
by R. Bellman’s principle of optimality, according to which the optimal route contains many sub–routes, each of 
which, in turn, is optimal. The constructed optimization model and computational dynamic programming scheme 
are flexible in the sense of the possibility of including various modifications of the problem, for example, the use of 
additional optimization criteria. It should also be noted that at present, many services and mobile applications have 
been developed and implemented that allow you to construct travel routes according to various criteria, including 
with transfers. Most often, the time spent on the entire trip is analyzed. Here it is proposed to consider the total cost 
of a trip, proceeding from the fact that instead of a single passenger, a group of passengers with a common budget, 
for example, a family, can be considered.
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Интеграция различных видов городско-
го пассажирского транспорта в плане реали-
зации эффективных интермодальных пере-
возок в настоящее время является довольно 
актуальной и перспективной областью ис-
следований. Появляется много новых под-
ходов к решению подобных проблем, кото-
рые, как правило, заключаются в сочетании 
и совершенствовании классических мето-
дов исследования операций.

Например, в работе [1] авторы рассма-
тривают задачи планирования перевозок 
и, в частности, уделяют особое внимание 
интермодальным грузовым перевозкам. 
Описан системный подход, с помощью 

которого решаются проблемы мультимо-
дальных перевозок для большой реальной 
компании. Подход состоит в комбинирова-
нии линейного программирования с мето-
дами планирования для получения решений 
хорошего качества. Предлагается новый 
алгоритм, объединяющий линейное про-
граммирование и оптимальное планирова-
ние, решающий возникающие в компании 
задачи. 

В [2] разработана и реализована неко-
торая параметризованная модель оптими-
зации мультимодальной транспортировки, 
целью которой является оценка возмож-
ностей увеличения интенсивности работы 
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мультимодальной транспортной службы. 
Для реализации модели и алгоритма опти-
мизации были интегрированы различные 
методы. Прогрессивная формулировка про-
цесса оптимизации разработана с помощью 
комбинирования эволюционного алгоритма 
и конструктивной эвристики.

В работе [3] описывается методика ко-
личественной оценки соответствия суще-
ствующей транспортной сети потребностям 
территории. Предлагаемый подход пред-
лагает развитие классических результатов 
в данной области. В отличие от известных 
результатов, предлагаются количественные 
характеристики транспортной сети, кото-
рые используют информацию о территории 
с учетом ее неполноты и неопределенно-
сти. В статье также предложены показате-
ли, которые позволяют оценить среднюю 
стоимость перевозки одной единицы груза 
по сети и относительную эффективность 
сети путем сравнения данной сети с сетью, 
в которой каждая пара вершин соединена 
звеном по прямой линии. Предложенные 
показатели учитывают неопределенность 
и неполноту информации о территории. Это 
становится возможным с помощью исполь-
зования для их расчета недетерминирован-
ной матрицы корреспонденций. 

Некоторое множество решений для пе-
ревозки пассажиров различными видами 
транспорта (трамвай, автобус, такси и ин-
дивидуальный автомобиль) рассматривают-
ся в [4]. Проводится многокритериальная 
оценка вариантов, формулируется задача 
ранжирования по множеству критериев. Та-
ким образом, создается последовательное 
семейство критериев оценки. Оно вклю-
чает следующие показатели: время в пути, 
транспортные расходы, комфорт путеше-
ствия, надежность, своевременность, до-
ступность, экологичность, безопасность. 
На основе анализа интересов построена мо-
дель предпочтений. 

В рамках ранее проведенных исследова-
ний авторами [5–7] в данной работе ставит-
ся задача оптимизации маршрута поездки 
в условиях неопределенности. 

Большинство решаемых в повседнев-
ной практике проблем в экономической 
сфере заключаются в множественном вы-
боре. Среди возможных вариантов можно 
найти лучший, исходя из ограничений, на-
лагаемых на природные, экономические 
и технологические, человеческие ресурсы. 
Поэтому необходимость разработки и реа-
лизации планирования и управления эко-
номическими ситуациями с использовани-
ем математических методов исследования 
операций очевидна. Поиск эффективных 
способов планирования сложных процес-
сов приводит к созданию модифициро-
ванных методов исследования операций. 
В частности, в работе представлен подход 
к проблеме оптимизации маршрута поезд-
ки. Рассмотрены перевозки несколькими 
видами транспорта. Лицо, принимающее 
решения, может выбрать перевозчиков ис-
ходя из информации о начальном пункте 
отправления, конечном пункте и доступ-
ных видах транспорта. Оптимизация про-
цесса принятия решений осуществляется 
методом динамического программирова-
ния [8, 9].

Исходными данными для задачи пла-
нирования маршрутов перевозок являет-
ся транспортная сеть, которая определяет 
географические возможности с точки зре-
ния доступности различных пунктов от-
правления и назначения, оценка стоимости 
услуг всех возможных перевозчиков, огра-
ничения по времени перевозки и данные 
о расписании маршрутных видов транс-
порта. Основным вопросом применения 
динамического программирования для ре-
шения задачи оптимального планирования 
поездки является возможность построения 
многошагового процесса принятия реше-
ний. Для разработки математической мо-
дели составной перевозки, позволяющей 
использовать динамическое программиро-
вание для поиска оптимального решения 
задачи поиска всего маршрута, необходи-
мо описание многошагового процесса при-
нятия решений, схема которого показана 
на рис. 1.

Рис. 1. Схема многошагового процесса принятия решений
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Пусть система находится в начальном со-
стоянии X0. Состояние X0 соответствует раз-
мещению пассажира в пункте отправления, 
а решение U0 будет означать выбор и исполь-
зование конкретного вида транспорта. Цена 
принятия такого решения составит C(X0, U0). 
Далее в результате решения U0 система пере-
ходит в состояние X1. Состояние X1 соответ-
ствует завершению первой поездки. Затем 
в результате принятия следующего реше-
ния  U1 с ценой C(X1, X1) система перейдет 
в состояние X2. Этот процесс будет продол-
жаться до конечного состояния Xn, когда пас-
сажир достигнет конечного пункта.

Минимальная цена принятия решений 
за i шагов из j-го состояния описывается ре-
куррентным соотношением Беллмана

( ) ( ) ( ){ }1 1min , ,
j

i j j j i jU
f X C U X f X− += + 	 (1)

где Uj – управление на j-м шаге, C(Uj, Xj) – 
цена принятия решения на j-м шаге. В ка-
честве Uj реализуется выбор минимальной 
цены j-й перевозки. 

Оптимизация многошагового процесса 
принятия решений

Алгоритм оптимизации построенного 
многошагового процесса принятия реше-
ний можно описать следующим образом. 

1-й шаг. Система находится в предпо-
следнем состоянии Xn-1. Тогда цена принятия 
решения за один последний шаг составит 

( ) ( ){ }
1

1 1 1 1min , .
n

n n nU
f X C U X

−
− − −=

2-й шаг. Система находится в состо-
янии  Xn-2. Тогда цена принятия решения 
за два последних шага составит 

( ) ( ) ( ){ }
2

2 2 2 2 1 1min , .
n

n n n nU
f X C U X f X

−
− − − −= +

И так далее до предпоследнего шага. 
(n – 1)-й шаг. Пусть система находилась 

в состоянии X1. Тогда цена принятия реше-
ния за три последних шага может составить 
одну из альтернатив 

( ) ( ) ( ){ }
1

1 1 1 1 2 2min , .n nU
f X C U X f X− −= +

n-й шаг. Наконец, пусть система нахо-
дится в начальном состоянии X0. Тогда цена 
принятия решения за все n шагов составит 

( ) ( ) ( ){ }
0

0 0 0 1 1min , .n nU
f X C U X f X−= +

Эта цена будет соответствовать мини-
мальной стоимости всей поездки.

Для пояснения предлагаемой методики 
применения динамического программиро-
вания к построению оптимальных маршру-
тов, включающих использование несколь-
ких видов транспорта, можно рассмотреть 
модельный пример. Пусть планируется по-
ездка из пункта A в пункт D с пересадкой 
двумя видами транспорта  – метро и трам-
вай. Смена транспорта возможна в одном 
из двух пунктов: B или C (рис. 2). 

Рис. 2. Схема поездки с пересадкой

В качестве критерия оптимальности вы-
брано минимальное время поездки. Пусть 
продолжительность на участках AB, AC, 
BD и CD составит 30, 40, 40 и 20 мин соот-
ветственно. Схема многошагового процесса 
принятия решений для рассматриваемого 
примера показана на рис. 3.

Рис. 3. Схема многошагового процесса 
принятия решений для двух видов транспорта

Алгоритм оптимизации построенного 
многошагового процесса принятия реше-
ний будет следующим. 

1-й шаг. Система находится в предпо-
следнем состоянии X1. Тогда цена принятия 
решения за один последний шаг составит 

( ) { }1 1 min 40 40,f X B⊃ = =

( ) { }1 1 min 20 20.f X C⊃ = =

2-й шаг. Система находится в состоя-
нии X0. Тогда цена принятия решения за два 
последних шага составит 

( ) ( )
( )

1 1
2 0

1 1

30 30 40 70
min min min 60.

40 40 20 60
f X B

f X A
f X C

 + ⊃ +    ⊃ = = = =     + ⊃ +      



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 5, 2021

36
TECHNICAL SCIENCES (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

Эта цена будет соответствовать мини-
мальному времени всей поездки, а опти-
мальный маршрут пройдет через пункты  
A → C → D.

Случай случайных параметров
Рассматривается задача динамического 

планирования, составленного из участков 
маршрута с учетом их случайного состоя-
ния [10]. Пусть весь маршрут имеет J воз-
можных вариантов. Индексом j обозначает-
ся номер выбранного маршрута i∈J.

Если маршрут выбран, то затраты време-
ни на прохождение j-го маршрута составят

( ) ( ) ( ) ( )
1 0,  0,  0,..., 1,j j j j

k k kt t b t k K+ = + = = − 	 (2)

где ( )j
kb   – случайное время прохождения 

участка, соединяющего k-й и последующий 
узел j-го маршрута.

В качестве второго критерия рассматри-
вается стоимость прохождения маршрута, 
которая будет складываться из цены отдель-
ных участков

( ) ( ) ( ) ( )
1 0,  0,  0,..., 1,j j j j

k k kc c d c k K+ = + = = − 	 (3)

где ( )j
kd   – стоимость поездки на участ-

ке между k-м и последующим узлом j-го 
маршрута.

Кроме времени поездки и ее стоимо-
сти могут учитываться другие показатели 
прохождения маршрута, например эколо-
гический ущерб от загрязнения воздуха. 
В последнее время крупные пассажирские 
транспортные компании учитывают этот 
показатель. 

При смене вида транспорта возможны 
задержки, с учетом которых уравнения (2) 
примут вид

	

( ) ( ) ( ) ( )
1

( )
0

,

0,  0,..., 1,

j j j j
k k k k
j

t t b q

t k K
+ = + +

= = − 	 (4)

где ( )j
kq  – случайное время задержки в k-й 

точке j-го маршрута.
Представление стоимости 

и продолжительности перевозок 
Введенные обозначения требуют пред-

ставления исходных данных о продол-
жительности поездок по участкам транс-
портной сети в данные в виде массивов, 
соответствующих набору маршрутов, с уче-
том того, что один и тот же участок может 
входить в разные маршруты.

Рассмотрим более подробно формиро-
вание случайного времени ( )j

kb  при поездке 
по участку, соединяющему k-й и последу-
ющий узел j-го маршрута. Коэффициенты 

( )j
kb  

составляют матрицу B размера J×K, 
где J  – число возможных маршрутов, 
K  – максимальное количество участков 
в маршруте. Если число участков в j-м 
маршруте меньше Kj < K, то предполага-
ется, что ( ) 0j

kb =  при k = Kj + 1,..., K. По-
скольку одни и те же участки входят в раз-
личные маршруты, то общее число M этих 
участков меньше, чем J×K. Следовательно, 
нет необходимости хранить J×K матри-
цу B, а время прохождения участка можно 
рассчитывать на основе вектора данных 

{ }1,..., M
MX x x R= ∈  о продолжительности 

переходов по всем M участкам транспорт-
ной сети и конфигурации маршрута. Вектор 

{ }( ) ( ) ( )
1 ,...,j j j

KB b b= , содержащий информа-
цию о длительности перемещений по участ-
кам маршрута, можно представить в виде

	 ( ) ( ) ,j jB C X= 	  (5)

где C(j) – K×M матрица, состоящая из 0 и 1 
и отображающая исходную транспортную 
сеть в j-й маршрут.

Случайная продолжительность поездок 
по участкам маршрута 

В случае, если решение о выборе марш-
рута принимается однократно, то уравне-
ние (2) для расчета времени прохождения 
по маршруту можно записать в виде

	 { }( ) ( ) ,  1,1,...,1 .j T j KT l C X l R= = ∈ 	 (6)

Пусть xm – время поездки по m-му участ-
ку сети зависит от его состояния, то есть 
от случайной величины ξm, а дискретная 
случайная величина ξm описывает состоя-
ние сегмента маршрута, например ξm = 0, 
если такая поездка возможна, и ξm = 1, если 
поездка невозможна. Также могут быть 
приняты во внимание другие случайные 
состояния, такие как инциденты, погодные 
условия и т.п. На основе статистических 
данных можно записать изменение этой 
случайной величины в виде марковской 
цепи или задать вероятности нахождения 
в каждом из состояний.

Время, необходимое для прохождения 
участка маршрута, зависит от его состо-
яния, но на него влияют другие факторы, 
как случайные, так и неслучайные. Таким 
образом, время транспортировки на участке 
записывается в виде

	 ( ) ,  1,...,m m mx x m M= ξ + ζ = 	 (7)

или в векторной форме
	 ( ) .X X= ξ + ζ 	 (8)
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Характер распределения  
случайных параметров

Суммарная стоимость всей поездки 
складывается из стоимостей услуг субпе-
ревозчиков, и незначительные колебания 
этих стоимостей могут существенно сказы-
ваться на общей цене. Кроме того, логично 
учитывать и другие факторы, определяю-
щие разброс цены поездки. Это могут быть 
конъюнктура рынка перевозок, колебания 
цены на топливо, изменения цены в зави-
симости от сезона или даже времени суток 
и многие другие. Не говоря о редких со-
бытиях, связанных с нештатными ситуа-
циями и форс-мажорами, влияние которых 
может быть достаточно сильным. Поэтому 
общая цена поездки является в известной 

степени случайной величиной. То же мож-
но сказать и о случайном характере ее про-
должительности. Но всё-таки значения этих 
случайных величин ограничены некоторы-
ми конечными интервалами. Подходящее 
распределение для рассматриваемых слу-
чайных величин должно быть унимодаль-
ным и асимметричным. Поэтому популяр-
ные в обсуждаемой области равномерное 
или нормальное распределения недоста-
точно отражают действительность. В по-
следнее время аналитики часто используют 
бета-распределение [9]. Его плотность яв-
ляется непрерывной унимодальной функ-
цией с формой графика, задаваемого двумя 
параметрами: α и β.

Плотность бета-распределения опреде-
ляется формулой

	 ( ) ( ) ( ) 111 1 , 0 1,
,, ,

0 , 0, 1 ,

x x x
BB x

x x

β−α− − ≤ ≤ α βα β = 
 < >

	 (9)

где B(α, β) ‒ бета–функция.

	 ( ) ( )
1

11

0

, 1 .B x x dxβ−α−α β = −∫ 	  (10)

Бета-распределение имеет место в слу-
чае, когда помимо наличия большого ко-
личества случайных факторов, каждый 
из которых в отдельности оказывает незна-
чительное, несущественное влияние, при-
сутствует несколько факторов, также слу-
чайных, число которых невелико, а влияние 
существенно [9]. 

Формулировка оптимизационной задачи
Если не учитывать возможность измене-

ния решения о маршруте во время нахожде-
ния в пути, то получается задача о выборе оп-
тимального решения в задаче стохастической 
оптимизации со случайной целевой функ-
цией ( )( )( ) ( ) ( )min,   j j T j

j
T T l C X→ = ξ + ζ .  

В соответствии с современными подхода-
ми желательно не ограничиваться оптими-
зацией среднего значения, а использовать 
квантильный критерий ( ) ( ) minj j

j
q Tα → ,  

где ( )jqα   – квантиль вероятности 1  – α 
для продолжительности всего маршрута 

{ }( ) ( ) 1j jP T qα≤ ≥ − α . Можно также рассма-
тривать комплекс из двух критериев.

Более интересной является динамиче-
ская постановка задачи выбора маршрута 

с учетом возможности изменения реше-
ния в некоторых промежуточных пунктах 
в зависимости от поступающей информа-
ции о состоянии транспортной сети.

В этом случае состояние участков пе-
ревозок описывается марковской цепью 
с непрерывным временем, а для выбора оп-
тимального решения используется динами-
ческое программирование.

Заключение
Использование динамического програм-

мирования для решения задач оптимизации 
маршрутов поездок в стохастической по-
становке оправдано, если применение стан-
дартных методов является затруднитель-
ным. Кроме того, если объект исследования 
меняет свою структуру или характеристи-
ки, построенный многошаговый процесс 
принятия решений позволит оперативно 
корректировать алгоритм получения опти-
мального решения. Результаты исследова-
ния могут быть полезны для математиче-
ского моделирования транспортных сетей 
в контексте развития и скоростного сухо-
путного транспорта, в частности для плани-
рования железнодорожных пассажирских 
и грузовых перевозок.

Исследование выполнено при под-
держке средств федерального бюджета 
в рамках проекта «Оптимизация транс-
портно-логистической системы на основе 
моделирования развития транспортной 
инфраструктуры и моделей потребитель-
ских предпочтений».
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