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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ  

В МНОГОЭЛЕМЕНТНОЙ ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ
Болотнов А.М., Иванов В.Н., Купцова А.Ф.

ФГОУ ВО «Башкирский государственный университет», Уфа, e-mail: BolotnovAM@mail.ru

Предложен алгоритм численного расчета стационарного электрического поля в многоэлементной 
электрохимической системе. В качестве примера рассматривается промышленный электролизер для произ-
водства алюминия. Элементы электролизера с различной проводимостью делятся на три зоны: анод, катод 
и электролит. На границах между элементами одной и той же зоны устанавливаются граничные условия 
для совершенного (идеального) контакта. Между электролитом и электродными элементами учитывается 
наличие двойного электрического слоя, что влечет за собой скачок потенциальной функции при граничных 
условиях. Краевые задачи решаются последовательно в отдельных зонах. В каждой зоне задача решает-
ся итерационным методом граничных элементов. Сформированные интегральные уравнения в отдельных 
зонах доводятся до решения последовательными приближениями. Этот подход может быть использован 
для решения аналогичных задач не только в двумерной, но и в трехмерной постановке. Предложенный ал-
горитм реализован в программном проекте на языке C++. Проведены численные расчеты для оценки устой-
чивости и эффективности алгоритма решения двумерной задачи с различными входными параметрами. Ма-
тематическая модель и программный код предназначены для численного исследования электрических полей 
в электролизных системах, в том числе в электролизерах для производства цветных металлов.

Ключевые слова: электрохимические системы, электрическое поле, алюминиевый электролизер, метод 
граничных элементов, итерационная процедура
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An algorithm for numerical calculation of a stationary electric field in a multi-element electrochemical system 
is proposed. As an example, an industrial electrolyzer for the production of aluminum is considered. The elements 
of the electrolyzer with different conductivity are divided into three zones: anode, cathode and electrolyte. At the 
boundaries between the elements of the same zone, the boundary conditions for perfect (ideal) contact are established. 
Between the electrolyte and the electrode elements, the presence of a double electric layer is taken into account, 
which entails a jump in the potential function under boundary conditions. Boundary value problems are solved 
sequentially in separate zones. In each zone, the problem is solved by the iterative boundary element method. The 
formed integral equations in separate zones are brought to the solution by successive approximations. This approach 
can be used to solve similar problems not only in two-dimensional, but also in three-dimensional formulation. The 
proposed algorithm is implemented in a software project in C++. Numerical calculations are performed to evaluate 
the stability and efficiency of the algorithm for solving a two-dimensional problem with different input parameters. 
The mathematical model and the program code are intended for the numerical study of electric fields in electrolysis 
systems, including in electrolyzers for the production of non-ferrous metal.
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Установки и технологии, основой функ-
ционирования которых является электро-
лиз, называют электрохимическими систе-
мами. К ним относят такие промышленные 
процессы, как электролитическое формо-
вание, электролитно-плазменная обработ-
ка, электрохимическая защита подземных 
и подводных металлических сооружений 
от коррозии, производство цветных и ред-
ких металлов, нанесение на детали галь-
ванических покрытий и др. Важную роль 
в современном машиностроении играет 
алюминий, производство которого явля-
ется необходимым условием успешного 
развития космической, авиационной, авто-
мобильной и других отраслей промышлен-
ности. Вопросам проектирования и опти-
мизации процессов электролиза алюминия 

посвящены многие экспериментальные 
и теоретические исследования [1, 2]. Раз-
работка математических моделей про-
цессов, происходящих в электролизерах, 
отражена, в частности, в работах [3–5]. 
Сложность моделирования процессов, 
происходящих в электролизере, обуслов-
лена технологическими ограничениями 
и взаимным влиянием многих факторов: 
магнитного и электрического полей, тем-
пературы, изменяющегося состава элек-
тролита и др. [6–8].

Целью данной работы является по-
строение алгоритма расчета стационарного 
электрического поля в алюминиевом элек-
тролизере в двумерной постановке с уче-
том различной электропроводности отдель-
ных элементов.
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Основные предположения  
и постановка задачи

Рассмотрим двумерное сечение много-
элементной электролизной системы на при-
мере алюминиевого электролизера с само-
обжигающимся анодом (рис. 1).

Для построения алгоритма все элемен-
ты сгруппируем по трем зонам: анодная 
зона Z1 (элементы 1.1, 1.2, 1.3), зона электро-
лита Z2 (2.1, 2.2, 2.3) и катодная зона Z3 (3.1, 
3.2, 3.3). В этом случае область решения 
представляет собой объединение этих зон: 

3
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. Пусть каждая из зон состоит, 
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Здесь, и далее везде, первый индекс отвеча-
ет номеру зоны (1 – анодная зона, 2 – зона 
электролита, 3 – катодная зона); второй ин-
декс соответствует номеру элемента вну-
три зоны.

В [9] показано, что потенциал электри-
ческого поля φ(p) удовлетворяет уравнению

( )( ) ( )div grad ( ) 0,  , , p p p x y Dλ ϕ = ≡ ∈  	 (1)

где λ(p) – удельная электропроводимость.

Будем предполагать однородность от-
дельных элементов, т.е.

( ) { }const,  1.. ,  1.. 3 .km kp m M kλ = λ = = =

Уравнение (1) необходимо дополнить 
условиями на границах между отдельными 
элементами. Заданной величиной является 
внешнее напряжение 1.1 3.3V = ϕ − ϕ , прило-
женное к анодному и катодному токопод-
водам. Полагая потенциал катодного токо-
подвода нулевой точкой отсчета (φ3.3 = 0), 
краевое условие на анодном токоподводе 
можно записать как
	

1.1
. S Vϕ =  	 (2)

На внешних границах электролизера 
должны выполняться условия непротекания 
тока. Такие же условия могут быть поставле-
ны на границах симметрии. Подобные линии 
(в трехмерной постановке – плоскости) вво-
дятся для сокращения общей длины границ 
интегрирования. Указанный прием позволя-
ет значительно сократить размерность ито-
говой системы уравнений, а следовательно, 
и время расчета, На указанных границах по-
тенциал удовлетворяет условиям [9]:

	 0, 1.. 3, 
km

km

S

k
n

∂ϕ
= =

∂
 	 (3)

здесь вектор n – нормаль к границе; индекс m 
принимает значения, которые имеют смысл, 
т.е. соответствуют изолированным границам.

На границах элементов с различной про-
водимостью внутри каждой из зон ставят-

Рис. 1. Сечение алюминиевого электролизера: 1.1 – токоподводящие анодные штыри;  
1.2 – анодная масса (расплавленный нефтяной кокс с каменноугольным пеком);  

1.3 – спеченный анод; 2.1 – жидкий электролит; 2.2 – гарнисаж (затвердевший электролит); 
2.3 – глинозем, корка; 3.1 – жидкий алюминий; 3.2 – угольные блоки;  
3.3 – катодный токоподвод; 4 – теплоизоляция. 5 – стальной кожух
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ся условия непрерывности плотности тока 
и потенциала (простые условия сопряжения 
при идеальном контакте):

	 0, 1.. 3, kpkm
km kp

S

k
n n

∂ϕ ∂ϕ
λ + λ = = ∂ ∂ 

	 (4)

	 ( ) 0, 1.. 3, km kp S
kϕ − ϕ = = 	  (5)

где S – граница между соседними элемента-
ми dkm и dkp.

Так как элементы dkm и dkp в данном 
случае принадлежат одной и той же зоне, 
то m ≠ p. Индексы m и p принимают значе-
ния, соответствующие элементам, имею-
щим общую границу.

На границах анодных и катодных эле-
ментов с электролитом, вследствие наличия 
двойного электрического слоя, возникает 
разрыв решения, с учетом которого форми-
руются краевые условия сопряжения (слу-
чай неидеального контакта) [10]:

	 2
2 0, 1, 3, pkm

km p
S

k
n n

∂ϕ ∂ϕ
λ + λ = = ∂ ∂ 

 	 (6)

	 ( ) ( )2 , 1, 3, km p S
J kϕ − ϕ = η =  	 (7)

где S  – граница между соседними элемен-
тами, один из которых принадлежит зоне 
электролита (k = 2); η(J) – заданная функция 
поляризации, которая строится по данным 
экспериментальных измерений. Остальные 
обозначения в формулах (6), (7) имеют тот 
же смысл, что и в условиях (4), (5).

В электролизной системе выполняется 
закон Ома; на границах отдельных элемен-
тов он может быть записан в виде краевого 
условия второго рода:

, 1.. , 1.. 3,km
km km k

S

J m M k
n

∂ϕ
= λ = =

∂
 	 (8)

для нормальной составляющей Jkm плотно-
сти тока на границах элементов.

Вектор нормали, фигурирующий в кра-
евых условиях, должен иметь определенное 
направление. Так, если два элемента с номе-
рами m1 и m2 в одной и той же зоне имеют 
общую границу и при этом m1 < m2, то далее 
везде условимся считать, что нормаль к гра-
нице направлена от m1 к m2.

Балансовые соотношения по току 
должны выполняться на любом замкну-
том контуре:

	 0.I ds
n

∂ϕ= λ =
∂∫  	 (9)

В предложенном алгоритме проверка вы-
полнения (9), т.е. закона сохранения заряда, 
наиболее просто реализуется по контурам от-
дельных элементов электролизной системы.

Уравнение (1) с условиями (2)–(7) опи-
сывают распределение электрического поля 
в электролизной системе с однородными свой-
ствами ее отдельных элементов. В сформу-
лированной модели реализована нелинейная 
зависимость плотности тока от скачка потен-
циала на границах электролита с элемента-
ми анодной и катодной зон. В каждой из зон 
на границах соприкасающихся элементов 
установлены простые условия сопряжения.

В системах электролиза, зависимо-
сти для поляризации η(J), как правило, 
во многих случаях описываются логариф-
мическими функциями [11]. Обратная зави-
симость J(η), которая используется в пред-
лагаемой модели, может быть описана 
соотношением [12]:

	 ( )( )( )1 1( ) e�p abs . J C Cη = η  	 (10)

Здесь параметры C1, C2 зависят 
от свойств граничащих элементов и вычис-
ляются на основе данных эксперимента.

Расчет потенциала в анодной зоне
При построении алгоритма использует-

ся тот факт, что в области с однородной сре-
дой (в каждом отдельном элементе) потен-
циал удовлетворяет уравнению Лапласа [9]:

2 2

2 2 0, 1.. , 1.. 3.km km
km M k

x y
∂ ϕ ∂ ϕ

+ = = =
∂ ∂

 	 (11)

Изложим алгоритм для численного ре-
шения задачи, который включает метод 
граничных интегральных уравнений [12] 
для каждого элемента, и внешнюю итера-
ционную процедуру. Вначале опишем вну-
тренний итерационный процесс в одной 
из зон. Пусть это будет анодная зона; в на-
шем примере она содержит M1 элементов. 
Для потенциала в этой зоне на основе фор-
мулы Грина [10] в каждом элементе строит-
ся граничное интегральное уравнение:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1ln ln , 

, , q
q qS

q
k p p q ds

n r p q r p q n

   ∂ϕ∂ϕ = ϕ −  ∂ ∂  ∫  	 (12)

здесь интегрирование проводится по координатам точки q; а решение находится в точке р; 

k(p) = 2π, если 1mp d∈ ; k(p) = π, если p S∈ ; ( ) ( ) ( )( )1/22 2
, p q p qr p q x x y y= − + − .
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Цель дальнейших преобразований в том, чтобы в (12) избавиться от интегрирования 
по внутренним границам зоны и оставить только внешние границы; тем самым сократить 
время расчета. Этот прием изложен в [4, 8]; обе части уравнения (12) умножаются на λ1m, 
затем суммируются по m от 1 до M1 (для краткости опустим аргументы у r(p, q)):

1 1

1 1 1
1 1

1 1 ( )( ) ( ) ln ln .
M M

m m m q
q qm m S

qp q ds
n r r n= =

 ∂ ∂ϕ πϕ λ = ϕ λ − λ ×   ∂ ∂ 
∑ ∑∫

Из последнего соотношения, с учетом условий (4), (5) на границах внутри зоны, проведя 
тождественные преобразования, несложно получить уравнение для неизвестной функции φ:

	 ( ) ( )
1

1

1
1

, ( ), .
M

m q
m S

p K p q q ds
−

=

 
ϕ = π λ ϕ 

 
∑ ∫  	 (13)

В уравнении (13) ядро определяется из следующих соотношений:

( ) ( )1 1
1 ln , ,

( , )m pK q m p
n r p q

 ∂= λ − λ ϕ < ∂  

если q лежит на границе между элементами;

( )1
1ln ,

( , )mK q
n r p q

 ∂= λ ϕ  ∂  

для q, лежащей на границе-изоляторе;

( ) ( ) ( )1
1 1ln ln ,

( , ) ,mK q J q
n r p q r p q

 ∂= λ ϕ + × ∂  

когда q лежит на границе электролита с одним из анодных элементов.
Важно заметить, что в последнем соотношении значение J(q) на границах анод/элек-

тролит вычисляется согласно зависимости (10).
В уравнении (13) суммирование производится только по внешним границам анодной 

зоны, что в итоге значительно сокращает время расчета. Аналогично правилу, изложенно-
му для анодной зоны, выводятся уравнения для катодной зоны и зоны электролита.

Численное решение уравнения (13) последовательно в каждой зоне Zk находится с по-
мощью следующей итерационной процедуры [12]:

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , ( ), .
k

i i i i
k k k k q

S

p p p K p q q ds+
 

ϕ = ϕ − ω ϕ − ϕ 
 π 

∫  	 (14)

Здесь i – порядковый номер итерации; 
ω  – положительный параметр, значение 
которого находится из условия сходимо-
сти процесса (14) при проведении вычис-
лительных экспериментов. Повторение 
процедуры (14) происходит до выполне-
ния условия 1( ) ( )i i

k kp p+ϕ − ϕ < ε , для всех 
 p S∈  и наперед заданного положительно-

го ε. Из внешней итерационной процедуры 
процесс (14) вызывается поочередно с со-
ответствующими параметрами для каждой 
зоны Zk.

Внешний итерационный процесс

Общая схема алгоритма состоит из сле-
дующих блоков:

a) для граничного потенциала в электро-
лите и электродах (анод и катод) выбирает-
ся начальное приближение из физических 
соображений, после чего рассчитывается 
по формуле (7) скачок потенциала, а затем, 
согласно соотношению (10), плотность тока;

b) в зонах анода и катода поочередно 
выполняется процедура (14), по заверше-
нию которой находятся новые приближения 
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для потенциала φ(p) на границах анод/элек-
тролит и катод/электролит. Из формулы (7) 
находятся очередные приближения поляри-
зации η(p), затем вычисляются для плотно-
сти тока новые значения J(р) на границах 
электролита с анодом и катодом;

c) в электролитной зоне осуществляется 
выполнение процедуры (14), в результате 
чего потенциал φ(p) получает новые значе-
ния на границах; вычисляется поляризация 

η(p); плотность тока J(р) корректируется 
новым приближением;

d) закон сохранения заряда (9) про-
веряется по замкнутым границам анода, 
электролита и катода. В случае его невы-
полнения с определенной точностью осу-
ществляется повторение блоков b) и c) из-
ложенного алгоритма.

На рис. 2 представлена блок-схема пред-
ложенного алгоритма.

Рис. 2. Блок-схема алгоритма
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Заключение
Анализ влияния входных параметров 

на интенсивность электролиза является од-
ной из целей проведения численных расче-
тов. Предложенные математическая модель, 
алгоритм и программный код предоставля-
ют возможность проведения многочислен-
ных расчетов электрических полей в слож-
ных электрохимических системах. В работе 
в качестве примера приведена упрощенная 
схема (двумерное сечение) алюминиевого 
электролизера. Так как основой итераци-
онного процесса является метод граничных 
элементов, то предложенный подход приме-
ним также для решения аналогичных задач 
в трехмерных областях.
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