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Использование регрессионного анализа в задачах непрерывного мониторинга состояния систем требу-
ет высокого быстродействия алгоритма оценивания параметров модели. При этом метод оценивания должен 
обладать устойчивостью к стохастической неоднородности данных. Такому условию соответствует метод 
наименьших модулей. В работе рассмотрен один из наиболее быстрых вариантов его реализации, основан-
ный на спуске по узловым прямым. Целью статьи является повышение вычислительной эффективности из-
вестного метода на основе спуска по узловым прямым. В статье описан алгоритм линейного регрессионного 
моделирования многомерных динамических процессов на основе метода наименьших модулей. Алгоритм 
реализует градиентный спуск по узловым прямым. Вычислительная сложность оценивания коэффициентов 
регрессии в динамике снижена за счет использования в качестве начальной точки решения задачи на пре-
дыдущем шаге. Выигрыш достигается за счет снижения количества переходов с одной узловой прямой 
на другую. Это количество не зависит от объема выборки. Выполнена оценка вычислительной сложности 
разработанного алгоритма. Проведен сравнительный анализ вычислительной эффективности предложенно-
го и известного алгоритмов. Также показано, что наилучшей стратегией спуска из узловой точки является 
рассмотрение всех узловых прямых, проходящих через эту точку. Разработанный алгоритм также позволит 
повысить быстродействие реализации обобщенного метода наименьших модулей.

Ключевые слова: метод наименьших модулей, линейная регрессия, динамика, алгоритм, вычислительная 
эффективность, узловая прямая
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The use of regression analysis in the tasks of continuous monitoring of the state of systems requires a high 
speed of the algorithm for estimating the parameters of the model. At the same time, the estimation method must 
be resistant to stochastic heterogeneity of the data. This condition corresponds to the method of least modules. 
The paper considers one of the fastest variants of its implementation, based on the descent along the nodal straight 
lines. The purpose of the article is to increase the computational efficiency of the known method based on descent 
along nodal straight lines. The article describes an algorithm for linear regression modeling of multidimensional 
dynamic processes based on the least absolute deviations method. The algorithm implements gradient descent along 
nodal straight lines. The computational complexity of estimating regression coefficients in dynamics is reduced by 
using the problem solution as the starting point at the previous step. The gain is achieved by reducing the number 
of transitions from one node line to another. This number does not depend on the sample size. The computational 
complexity of the developed algorithm is estimated. A comparative analysis of the computational efficiency of 
the proposed and known algorithms is carried out. It is also shown that the best strategy for descending from a 
nodal point is to consider all nodal lines passing through this point. The developed algorithm will also improve the 
performance of the implementation of the generalized least absolute deviations method.
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Линейная многомерная регрессия  – 
одна из распространенных математических 
моделей при исследовании стохастических 

систем [1–3]. Для ее использования по на-
блюдаемым данным (X, y) оценивают век-
тор a коэффициентов в модели
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Наиболее распространенным методом 
оценивания параметров регрессионных мо-
делей по экспериментальным данным явля-
ется метод наименьших квадратов (МНК). 
Однако данный метод требует выполнения 
ряда предпосылок, называемых условия-
ми Гаусса – Маркова [4, 5], и при их нару-
шении может приводить к значительному 
снижению достоверности моделирования. 
В этой ситуации применяют устойчивые 
методы, в первую очередь основанные 
на минимизации суммы модулей (или функ-
ций от модулей) невязок. В первом случае 
используется метод наименьших модулей 
(МНМ) [6, 7]. МНМ для нахождения коэф-
фициентов регрессии в (1) представляет со-
бой задачу минимизации
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Для обеспечения большей устойчиво-
сти можно применять обобщенный метод 
наименьших модулей (ОМНМ) [8]. ОМНМ-
оценки для (1) находят как решение задачи
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где r(∙)  – некоторая монотонно возраста-
ющая, дважды непрерывно-дифференци-
руемая на положительной полуоси функ-
ция, причем (0) 0ρ = , 0t∀ >  0 ( )t< ρ < ∞′ , 

( ) 0t−∞ < ρ <′′ .
МНМ и ОМНМ объединяет общее 

свойство  – в обоих случаях решение на-
ходится в узловых точках. В [9, 10] был 
предложен новый подход к решению за-
дач (2) и (3) на основе спуска по узловым 
прямым. Так средняя вычислительная 
сложность алгоритма градиентного спуска 
по узловым прямым для реализации МНМ 
составила O(m2n1,4) [10], а вычислительная 
сложность нахождения ОМНМ-оценки  – 

3 2 3( ln ( )m
nO m n n C mn mα⋅+ ⋅ + , где a  – доля 

гиперплоскостей, ближайших к текущей 
узловой точке, рассматриваемых на каж-
дой итерации [9]. Несмотря на достаточно 
высокое быстродействие, вычислительная 
эффективность данных алгоритмов может 
оказаться недостаточной для решения задач 
мониторинга состояния систем, в которых 

оценивание параметров модели происходит 
в режиме реального времени в темпе посту-
пления новых входных данных.

Цель исследования – повышение вычис-
лительной эффективности алгоритмов спу-
ска по узловым прямым для решения ди-
намических задач мониторинга состояния 
систем. Рассмотрим обе задачи – (2) и (3).

Материалы и методы исследования
Введем гиперплоскости ( , , )i i iyΩ = Ω a x  

в виде уравнений

	 , 0i iy − =a x , ( 1,2, , )i n=  . 	 (4)
Зададим также узловые точки пересече-

ния гиперплоскостей (4)
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Будем называть узловой прямую, яв-
ляющуюся пересечением (m - 1) непарал-
лельных гиперплоскостей Wi:

	
1 1( ,..., )mk k il

−
= Ω , 1 2 1{ , , , }mi k k k −∈  . 	 (6)

Обозначим: 1 2{ , , ... , }nΩ = Ω Ω Ω  – мно-
жество всех гиперплоскостей, U  – мно-
жество всех узловых точек (5). Минимум 
целевых функций Q(a) и W(a) всегда при-
надлежит множеству U.

Алгоритм решения задачи (2) основан 
на спуске к точному решению, двигаясь 
вдоль узловых прямых (6). В [9] показано, 
что минимум функции Q(a) принадлежит 
множеству U и достигается за конечное 
число шагов.

За начальное приближение берем уз-
ловую точку 

1

(0)
( , ... , )mk k=u u , являющуюся 

пересечением m произвольных гиперпло-
скостей 

1 2
, , ,

mk k kΩ Ω Ω , путем решения си-
стемы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ): (0) , 0i iy − =u x , 1 2{ , , , }mi k k k=  . 
Например, можно взять i = 1, 2, … , m. Ис-
ключив одну из гиперплоскостей, например 

mkΩ , получим узловую прямую 
1 1( ,..., )mk kl

−
.  

Расширенная матрица СЛАУ прямой 
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Применив алгоритм прямого хода метода Гаусса, преобразуем матрицу 
1 1( ,..., )mk k −

A  к сту-
пенчатому виду
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Используя ступенчатую матрицу 
1 1( ,..., )mk k −

′A , можно значительно сократить вычисли-
тельные затраты на нахождение всех узловых точек, лежащих на прямой 

1 1( ,..., )mk kl
−

. Дей-
ствительно, для любой i-й узловой точки имеем расширенную матрицу
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где 1 2 11 mk k k n−≤ < < < ≤ , {1,2, , }i n∈  , 1 2 1{ , , , }mi k k k −∉  .
Находим все узловые точки, лежащие на 

1 1( ,..., )mk kl
−

. Варьируя номер i в (7), найдем все 
(n - 1) узловых точек на прямой и упорядочиваем их по направлению этой прямой. Далее 
в алгоритмах спуска по узловым прямым в одной из узловых точек 

1 1( , ... , , )mk k j−
u  с находят по-

мощью направленного (градиентного) спуска минимум функции Q(a) на прямой 
1 1( ,..., )mk kl

−
. 

Линейный вид выражений под знаком модуля в (2) приводит к простому виду произво-
дной функции Q(a) по направлению узловой прямой. Покажем это.

В узловой точке 
1

(0)
( , ... , )mk k=u u  вычисляем значение производной функции Q(a) по на-

правлению узловой прямой 
1 1( ,..., )mk kl

−
. Двигаемся из узловой точки u(0) по направлению убы-

вания производной по направлению. Эта производная не существует только в узловых 
точках. Поэтому в очередной узловой точке (1) (1) (1) (1)

1 2( , ,..., )T
mu u u=u  находим производную 

с двух сторон. Каждая из производных равна сумме n слагаемых по числу наблюдений [10]
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=l  – направляющий вектор узловой прямой 
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. При переходе 
через узловую точку изменяется только одно из слагаемых в (8). Его номер соответствует 
номеру гиперплоскости, пересекающей в этой узловой точке u(1) прямую 

1 1( ,..., )mk kl
−

. Если 

знак производной по направлению перед u(1) 
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 и после u(1) 
(1)1 1( ,..., )mk k
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+
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l

 меня-

ется с отрицательного на положительной (или производная станет равной нулю), то в этой 
точке целевая функция принимает наименьшее значение по узловой прямой. Тогда вме-
сто u(0) фиксируем u(1). Если на данной прямо целевая функция в исходной узловой точке 
u(0) принимает наименьшее значение (производная по направлению при переходе через u(0) 
в ту и другую сторону становится больше или равной нулю), то переходим к следующей 
узловой прямой, проходящей через эту узловую точку.

В случае, когда вместо u(0) фиксируем u(1), тогда из точки u(1) переходим на другую узло-
вую прямую и продолжаем спуск по ней по тому же принципу. В результате будет найдена 
узловая точка u(*), спуск из которой невозможен. Эта узловая точка будет являться точным 
решением задачи (2). В [10] рассмотрены два варианта продолжения спуска после нахож-
дения очередной узловой точки:

1) продолжить спуск из точки 
1 1( , ... , , )mk k j−

u  по другой узловой прямой и т.д. до тех пор, 
пока спуск будет невозможен;
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2) выполнить спуск из точки
 

1 1( , ... , , )mk k j−
u  

по всем остальным (m - 1) узловым пря-
мым, найти в каждой из них минимум Q(a) 
и перейти в узловую точку с наименьшим 
значением целевой функции и снова про-
должить спуск из этой точки.

Однако остался открытым вопрос со-
вмещении этих вариантов проверки узло-
вых прямых: проведение какой-то «части» 
итераций с использованием одного из спо-
собов проверки узловых прямых, осталь-
ные же итерации будут производиться дру-
гим способом. Итерацией же, относительно 
поставленной задачи, будет считаться пере-
ход от одной узловой точки к другой.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Проверим гипотезу о совмещении двух 
описанных ранее способов проверки узло-
вых прямых. Данная гипотеза заключается 
в проведении какой-то «части» итераций 
с использованием одного из способов про-
верки узловых прямых, остальные же итера-
ции будут производиться другим способом. 
Итерацией же, относительно поставленной 
задачи, будет считаться переход от одной 
узловой точки к другой.

Количество итераций, для последующе-
го деления на «части», будет вычисляться 
алгоритмом при анализе выборки с исполь-
зованием способа проверки узловых пря-
мых без совмещения. К примеру, в первую 
очередь выборка будет проанализирована 
способом с полной проверкой всех приле-
гающих узловых прямых. Тогда в после-
дующем, взяв количество итераций с пре-
дыдущего шага, первая «часть» итераций 
(в нашем случае 10 %, ..., 90 %) будет осу-

ществлена способом с полной проверкой 
прямых, а все остальные – способом с пере-
ходом на первую узловую прямую с мень-
шим значением целевой функции.

С помощью метода статистиче-
ских испытаний Монте-Карло [11, 12] 
было проведено исследование, в кото-
ром для m = 2, 3, ... , 10 оценивалось вре-
мя решения задачи (2). Объемы выборок 
n = 50, 100, ..., 500. Результаты приведены 
в табл. 1.

В итоге наилучшие результаты показал 
способ Full. Отметим, что подобная тен-
денция в скорости вычисления сохраняется 
как при нормальном распределении выбор-
ки, так и при наличии выбросов. Поэтому 
наибольшим быстродействием обладает 
спуск из узловой точки 

1 1( , ... , , )mk k j−
u  по всем 

m узловым прямым.
Анализ данных показал, что в этом слу-

чае среднее число рассмотренных узловых 
точек имеет линейную зависимость с объ-
емом выборки n и степенную с количеством 
коэффициентов в наблюдении m. Среднее 
число рассмотренных узловых точек до-
статочно точно аппроксимируется зависи-
мостью L(m, n) = O(m2n). Вычислительная 
сложность решения задачи (3) может быть 
снижена за счет более быстрого нахожде-
ния начальной точки, являющейся решени-
ем задачи (2).

Рассмотрим теперь динамическую за-
дачу. Пусть мы нашли решение a(*) задачи 
(2) по начальной выборке данных (Xi, yi) = 
= (xi1, ... , xim, yi), i = 1, ... , n. Теперь 
в динамике добавляем новое наблюдение 
(Xn+1, yn+1), удаляем самое «старое» первое 
наблюдение (X1, y1) и снова оцениваем 
МНМ-параметры уравнения регрессии.

Таблица 1
Доля наиболее быстрых решений задачи (2) различными способами  

проверки узловых прямых

Способ проверки 
прямой

 % от общего числа
опытов

Способ проверки 
прямой

 % от общего числа
опытов

First 15,00 Full 39,72
10 % 4,44 10 % 1,94
20 % 3,89 20 % 1,39
30 % 4,72 30 % 1,67
40 % 3,33 40 % 1,94
50 % 3,06 50 % 1,11
60 % 3,61 60 % 1,39
70 % 4,17 70 % 0,83
80 % 2,78 80 % 0,56
90 % 3,61 90 % 0,83

П р и м е ч а н и е . Full – способ с проверкой всех прилегающих узловых прямых; First – способ 
с переходом на первую узловую прямую с меньшим значением целевой функции относительно ис-
ходной точки.
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Решение a(*) представляет собой пере-
сечение m гиперплоскостей (обозначим 
их как множество G1), образованных не-
которыми m наблюдениями (обозначим их 
как множество Z1). Возможны два случая. 
Во-первых, наблюдение (X1, y1) не принад-
лежит к множеству Z1. Тогда считаем точку 
a(*) начальной точкой (присваиваем a(0) = a(*)) 
и начинаем искать решение по алгоритму 
градиентного спуска по узловым прямым.

Во-вторых, наблюдение (X1, y1) принад-
лежит множеству Z1. Добавляем к множеству 
Z1 \ (X1, y1) любое из не принадлежащих ему 
наблюдений, например (Xn+1, yn+1), находим 
пересечение оставшихся (m – 1) гиперпло-
скостей из множества G1 (их пересечение 
образует узловую прямую 0 0

1 1( ,..., )mk k
l

−
) с гипер-

плоскостью Wn+1, образованной наблюдени-
ем (Xn+1, yn+1), Отметим, что гиперплоскость 
Wn+1 и узловая прямая 0 0

1 1( ,..., )mk k
l

−
) должны пе-

ресекаться (не должны быть параллельны-
ми). Тогда точку 0 0

1 1

(0)
1( ,..., )m

nk k
l

−
+= ∩ Ωa  счи-

таем начальной точкой и начинаем искать 
решение по алгоритму градиентного спуска 
по узловым прямым.

Выигрыш в быстродействии в динамике 
должен достигаться за счет более близкого 
расположения узловой точки a(0) к решению 
задачи (2). В [13] получено, что среднее 
число переходов от одной узловой прямой 
на другую составляет O(mlnn). Учет по-
лученного на предыдущем шаге решения 
в динамической задаче должен уменьшить 

это число. Снова воспользуемся методом 
Монте-Карло. В табл. 2 для 2000 испытаний 
приведены средние значения p(m, n) общего 
количества переходов с одной узловой пря-
мой на другую, для тех же значений m и n, 
что и в [13].

Таблица 2 
Средние значения количества переходов  

с одной узловой прямой на другую
n p(m, n)

m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7
30 1,64 2,09 2,49 2,81 3,02
50 1,66 2,01 2,44 2,79 3,11
100 1,70 2,05 2,44 2,82 3,18
150 1,63 2,06 2,44 2,82 3,26
300 1,65 2,07 2,40 2,89 3,19
500 1,62 2,07 2,53 2,94 3,28
700 1,65 2,10 2,51 2,86 3,33
900 1,58 2,05 2,46 2,84 3,23
1000 1,66 2,05 2,50 2,87 3,18
1200 1,65 2,09 2,50 2,82 3,24
1500 1,63 1,97 2,43 2,89 3,23
1700 1,67 2,07 2,46 2,84 3,25
1850 1,61 2,03 2,43 2,92 3,20
2000 1,63 2,08 2,49 2,81 3,18

Среднее P(m) 1,64 2,06 2,47 2,85 3,21

Видим, что p(m, n) практически не зави-
сят от объема выборки n, а средние значе-
ния P(m) линейно зависят только от числа 
параметров m регрессионной зависимости 
(рисунок). На рисунке показана линейная 
регрессионная зависимость P(m) от m.

Линейная регрессионная зависимость P(m) от числа параметров m
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Для сравнения в табл. 3 приведем от-
ношения средних значений общего коли-
чества переходов с одной узловой прямой 
на другую в статическом случае p0(m, n) 
(значения взяты из [13]) и в динамическом 
p(m, n) (табл. 2).

Таблица 3
Отношения p0(m, n)/p(m, n) средних 

значений общего количества переходов  
с одной узловой прямой на другую  

в статическом и в динамическом случаях
n p0(m, n)/p(m, n)

m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7
30 3,20 3,18 3,11 3,14 3,19
50 3,69 3,97 4,01 4,03 4,07
100 4,33 4,82 5,05 5,05 5,29
150 4,83 5,22 5,62 5,79 5,85
300 5,55 6,11 6,71 6,80 7,16
500 6,06 6,71 7,11 7,40 7,93
700 6,34 7,15 7,61 8,21 8,45
900 6,88 7,55 8,10 8,59 9,07
1000 6,63 7,68 8,14 8,70 9,46
1200 6,84 7,76 8,41 9,23 9,63
1500 7,23 8,51 8,93 9,31 10,04
1700 7,15 8,28 8,97 9,74 10,20
1850 7,48 8,54 9,26 9,59 10,47
2000 7,47 8,48 9,17 10,05 10,62

Таким образом, получили, что среднее 
число переходов от одной узловой пря-
мой на другую в предложенном динами-
ческом варианте спуска по узловым пря-
мым составляет O(m). С учетом [10] 
средняя вычислительная сложность 
динамического варианта градиентно-
го спуска по узловым прямым составит 

( )2 2max( ,ln )L O m n m n= ⋅ . Если n m>> , 
то ( )2 2 2max( ,ln ) ( ln )L O m n m n O m n n= ⋅ ≤ ,  
т.е. выигрыш составил примерно 
в O(lnn) раз.

Заключение
1. Предложенный алгоритм реализации 

спуска по узловым прямым позволяет по-
высить быстродействие при решении задач 
регрессионного моделирования в динамике 
примерно в O(lnn) раз.

2. Поскольку после удаления на каждом 
шаге одного наблюдения узловые прямые 
почти не меняются, следует в дальнейшем 
также учесть эту особенность рассматри-
ваемой задачи для повышения быстродей-
ствия алгоритма.

3. Разработанный алгоритм также позво-
лит повысить быстродействие реализации 
обобщенного метода наименьших модулей.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта РФФИ, проект № 20-41-
660008 р_а.
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