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Идентификация наночастиц на поверхности текстильных материалов представляет собой актуальную 
и достаточно сложную задачу. В статье предложен метод повышения точности и быстродействия распозна-
вания наночастиц серебра на волокнистых материалах. При этом учитывалась поляризации лазерного из-
лучения вдоль и поперек волокон по всему диапазону рамановского спектра с анализом последовательно 
и по порядку одновременно двух пиков по X – поперек и по Y – вдоль волокон. Представлены результаты 
составления и решения системы многомерных дифференциальных корреляционных уравнений плотностей 
вероятностей в векторно-матричной форме при распознавании наночастиц коллоидного серебра на тек-
стильных материалах. При этом аналитическое решение получается автоматически. Приведено описание 
разработанной программы в математическом редакторе MathCad Edition 15, позволяющей получать графи-
ческую оценку пересечения эллипсов распределения пиков рамановских спектров, вычислять вероятность 
их пересечения. Предлагаемый авторами в работе метод позволяет при решении системы с использованием 
нелинейных квадратических и дифференциальных по XY уравнений плотностей вероятностей эллипсов 
распределения пиков рамановских спектрограмм текстильных материалов с наночастицами серебра и без 
них получить очень высокую точность p и pAg до 10-17. 
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COMPUTER SIMULATION FOR SOLVING A SYSTEM OF MULTIDIMENSIONAL 
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Identification of nanoparticles on the surface of textile materials is an urgent and rather complex task. The article 
proposes a method for improving the accuracy and speed of recognition of silver nanoparticles on polyester fibers, 
taking into account the longitudinal and transverse polarization of laser radiation over the entire range of the Raman 
spectrum, with the analysis of two peaks sequentially and in order simultaneously, X-across and Y-along the fibers. 
The results of compiling and solving a system of multidimensional differential correlation equations of probability 
densities in vector-matrix form for the identification of colloidal silver nanoparticles on textile materials with 
multidimensional correlation components of Raman polarization spectra are presented. To implement the method, 
a program has been developed in the Mathcad Edition 15 mathematical editor that allows you to obtain a graphical 
estimate of the intersection of ellipses of the Raman spectrum peak distribution and calculate the probability of their 
intersection. The method proposed by the authors allows us to obtain a very high accuracy of p and pAg up to 10-17 
when solving the system using nonlinear quadratic and XY differential equations of probability densities of ellipses 
of peak distribution of Raman spectrograms of textile materials with and without silver nanoparticles .

Keywords: silver nanoparticles, Raman spectroscopy, distribution ellipses, probability density, vector-matrix modeling, 
system of differential equations, accuracy of nanoparticle identification

Производство высококачественной 
продукции легкой промышленности, спо-
собной обеспечить конкурентное пре-
имущество на современном динамически 
развивающемся рынке, невозможно без 
внедрения инноваций и цифровизации от-
расли в целом. Одним из направлений ин-
новационного развития легкой промышлен-
ности является внедрение нанотехнологий, 
которые позволяют получить продукцию 
с улучшенными гигиеническими и экс-
плуатационными свойствами. Результаты 
научных работ в данном направлении из-
ложены в работах [1–3]. В настоящее вре-
мя проводится ряд исследований мирового 

уровня по исследованию модифицирован-
ных наночастицами металлов, в том числе 
серебра, образцов методами рамановской 
спектроскопии, а также по распознаванию 
наночастиц на различных текстильных объ-
ектах: волокнах, трикотажных, нетканых 
материалах, тканях. При этом актуальной 
задачей является повышение точности 
идентификации наночастиц металлов с це-
лью дальнейшего контроля режимов нане-
сения на различных технологических пере-
ходах. Решение данной задачи невозможно 
без внедрения автоматизированных систем 
управления и контроля технологическими 
процессами производства изделий легкой 
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промышленности. Разработка таких систем 
должна базироваться на математическом 
аппарате, реализованном с помощью совре-
менных компьютерных систем [4; 5]. 

В работах [6; 7] рассмотрены разрабо-
танные авторами методы идентификации 
наночастиц на текстильных материалах 
и их программная реализация. К недостат-
кам данных методов можно отнести недо-
статочную точность, необходимость под-
бора значений плотностей вероятностей 
вручную, что занимает длительное время 
и значительно увеличивает трудоемкость 
решения задачи.

Для повышения точности необходимо 
разработать метод автоматического реше-
ния систем уравнений параметров, по кото-
рым будет осуществляться идентификации 
наночастиц. 

Цель работы: разработка программной 
реализации математической модели распоз-
навания наночастиц серебра на поверхно-
сти текстильных материалов. 

Материалы и методы исследования

Для исследования выбраны полиэфир-
ные волокна, обработанные наночастицами 
серебра. Исследование характеристик полу-
ченных образцов проводилось с использова-
нием методов рамановской спектроскопии. 
На сканирующем зондовом микроскопе в ре-
гиональном центре нанотехнологий ЮЗГУ 
были получены рамановские спектры во-
локон полиэфира, с наночастицами серебра 
и без них. На каждом образце проведены 
пять измерений в различных точках с попе-
речной (Х) и продольной (Y) поляризацией 
лазерного луча.

В математическом редакторе Math- 
CadEdition 15 были определены математи-
ческие ожидания и средние квадратические 
отклонения интенсивности для девяти основ-
ных пиков рамановских спектров с попереч-
ной (Х) и продольной (Y) поляризацией без 
наночастиц и с наночастицами серебра соот-
ветственно: mX, mXAg, mY, mYAg, sX, sXAg, sY, sYAg.

Рис. 1. Фрагмент программы построения эллипсов распределения  
интенсивностей излучения рамановских спектров
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Авторами для оценки точности иденти-
фикации наночастиц серебра на волокни-
стых материалах предлагается использовать 
дифференцирование по X и Y одновременно 
по плотности вероятностей пересечения эл-
липсов распределения высоты пиков рама-
новского поляризационного спектра в вектор-
но-матричных аналитических выражениях: 
ln(p) = X0 

T×R0 
-1×X0 и ln(pAg) = XAg

T×RAg
-1×XAg 

для p и pAg. Для построения эллипсов распре-
деления для соответствующих пиков рама-
новских спектров без наночастиц и с нано- 
частицами серебра была разработана про-
граммная реализация в математическом ре-
дакторе MathCad, фрагмент которой пред-
ставлен на рис. 1.

Графическая оценка пересечения эллип-
сов распределения рамановских спектров, 

полученная с использованием предложен-
ной программы для различных пиков, пред-
ставлена на рис. 2.

В основу метода положено определение 
плотностей вероятностей (p и pAg) по точ-
кам пересечения эллипсов распределений 
рамановских спектрограмм. Для проведе-
ния аналитической оценки p и pAg в данной 
работе авторами предложен метод с исполь-
зованием векторно-матричного анализа 1-3.

Особенностью предложенного мето-
да является то, что решение системы осу-
ществляется автоматически без ручного 
подбора значений параметра p. При этом 
в системе (3) выражение g(x,y) представля-
ет двойную производную Якобиана (по dx 
и по dy), а в выражении f(x,y) отсутствует 
дифференцирование. 
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где r0, rAg – корреляционные матрицы рамановских поляризационных спектров полиэфир-
ных волокон без наночастиц и с наночастицами серебра.
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где i, j – номера пиков спектрограмм, пресечение которых исследуется.
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Результаты исследования  
и их обсуждение

Программная реализация нахождения 
решения системы уравнений (3) была осу-
ществлена с применением функционала 
математического редактора MathCad Enter-
prise Edition 15, фрагмент которой для ис-

следования пересечения 4 и 3 пиков пред-
ставлен на рис. 3.

Таким образом, результатом решения си-
стемы уравнений (3) в программе MathCad 
является вектор v, содержащий координаты 
пересечения эллипсов распределения рама-
новских спектров волокон с наночастицами 
и без наночастиц.
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а)                                                                           б)

Рис. 2. Графическая оценка пересечения эллипсов рамановского спектра:  
а) для 6 и 8 пиков; б) для 9 и 7 пиков

Для определения плотности вероятностей точек пересечения эллипсов распределения 
интенсивностей переизлучения рамановских спектров р0 для уравнения без наночастиц 
и рAg для уравнения с наночастицами серебра при условии одновременного дифференциро-
вания по Х и по Y используются выражения (4–5). 
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При этом в качестве переменных x и y подставляются результаты решения системы 
дифференциальных уравнений – значения вектора v. 

Значения достоверности р0 и рAg, определенные по выражениям (4–5), программная ре-
ализация которых также представлена на рис. 3 

– при исследовании пересечения 6 и 8 пиков спектрограмм:

Ag(6 8)p 0.00308487376484547− =

0(6 8)p 0.00308487376484546− =

– при исследовании пересечения 9 и 7 пиков спектрограмм:

Ag(9 7)p 0.00010197698886222− =

0(9 7)p 0.00010197698886222− =
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Рис. 3. Фрагмент программной реализации решения системы уравнений

– при исследовании пересечения 7 и 5 пиков спектрограмм:

Ag(7 5)p 0.02092375812538344− =

0(7 6)p 0.02092375812538343− =

– при исследовании пересечения 2 и 4 пиков спектрограмм:

Ag(2 4)p 0.08739110062099596− =

0(2 4)p 0.08739110062099596− =
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Значения p с соответствующим числом 
знаков формируются программой авто-
матически. Оценку точности производим 
по совпадению численных значений после 
запятой. Анализ результатов дает основа-
ние сделать вывод, что р и рAg для соответ-
ствующих пиков либо равны, либо практи-
чески равны. По методу, предложенному 
в предыдущих исследованиях, изложенных 
в том числе в работе [7], для обеспечения 
точности 10-15–10-16 в уравнения необходи-
мо было вводить величину D, подбираемую 
в ручном режиме. Разработанный авторами 
метод в данной работе позволяет получать 
решение автоматически, при этом точность 
повышается до 10-17. 

На основании решения системы уравне-
ний (3) для точек пересечения по выраже-
ниям 6-7 вычисляются радиусы кривизны 
эллипсов распределения интенсивности из-
лучения рамановских спектров. При этом 
R – радиус эллипса для рамановских спек-
тров без наночастиц; RAg – радиус эллипса 
для рамановских спектров с наночастица-
ми серебра.

 T 1
Ag Ag Ag AgR : X Kr X ,−= ⋅ ⋅   (6)

 T 1
0 0 0 0R : X Kr X .−= ⋅ ⋅   (7)

При этом значения RAg и R0 для эллип-
сов распределения рамановских спектров 
при пересечении 9 и 7 пиков получились 
следующие: 

Ag(9 7)R 4.116− =  0(9 7)R 3.757− =

Выводы
На основании проведенных исследова-

ний и математической обработки их резуль-
татов можно сделать вывод, что предложен-
ный авторами метод использования системы 
дифференциальных уравнений в векторно-
матричном виде (3) дает высокую точность 
результатов. При этом численное решение 
в большом диапазоне задания начальных 
параметров получается автоматически. 

Полученные решения системы урав-
нений по определению координат пере-
сечения эллипсов распределения имеют 
высокую точность и не зависят от началь-
ного значения параметров х и у в указан-
ном диапазоне.

В результате математической обработки 
результатов исследований выявлена точ-

ность идентификации наночастиц серебра. 
Так, для 6 и 8 пиков:

p0 = 0.00308487376484546 
и

pAg = 0.00308487376484547 
и для 7 и 5 пиков:

p0 = 0.02092375812538343 
и

pAg = 0.0209375812538344
можно оценить до 10-17. 

Более высокую точность не дает ни один 
из исследуемых методов. 

Для совершенствования предложенного 
метода необходимо построение и решение 
системы дифференциальных уравнений 
с количеством неизвестных параметров бо-
лее двух при дифференцировании совмест-
но по двум переменным, оценка точности 
идентификации наночастиц серебра на тек-
стильных материалах при использовании 
многомерного дифференцирования с иссле-
дованием двух и более пиков рамановско-
го спектра.
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