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Представлены инвариантные алгоритмы и программы идентификации всех нулей и экстремумов функ-
ции одной переменной на произвольном отрезке действительной оси без указания начальных приближений. 
Алгоритмы основаны на устойчивых адресных сортировках, используют только операции сравнения и не 
накапливают погрешность. Сортировки параллельны, на этой основе строится максимально параллельный 
вариант поиска всех действительных нулей полинома, даны оценки временной сложности. Последователь-
ные алгоритмы реализованы программно в двух вариантах, один из которых использует сортировку слия-
нием с временной сложностью O(NlogN). Отличительным свойством предложенного метода является иден-
тифицируемость одновременно всех действительных нулей и экстремумов функций без указания области 
их расположения и без локализации начальных приближений. Непосредственно по ходу его выполнения 
определяются границы области и структура расположения нулей и экстремумов. Вычислительные операции 
ограничиваются заданием входных значений функций, в остальном используются сравнения сортируемых 
элементов и их индексов. Как результат минимизируется погрешность, нули и экстремумы идентифициру-
ются с точностью до формата представления числовых данных. Описан численный эксперимент с примера-
ми и кодами использованных программ. Метод переносится на функции двух действительных переменных, 
на случай комплексных переменных и полиномов с комплексными коэффициентами. Вариант метода, из-
лагаемый для одной переменной, с видоизменениями применяется для обработки сигналов, изображений, 
временных рядов, на его основе выполняется информационный поиск. 
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Invariant algorithms and programs for identifying all zeros and extrema of a function of one variable on an 
arbitrary segment of the real axis without specifying initial approximations are presented. The algorithms are based 
on stable address sorting, use only comparison operations and do not accumulate error. Sortings are parallel, on this 
basis, the most parallel version of the search for all real zeros of the polynomial is built, estimates of time complexity 
are given. Sequential algorithms are implemented in software in two versions, one of which uses merge sorting with 
time complexity O(NlogN). A distinctive feature of the proposed method is the identifiability of all real zeros and 
extrema of functions without specifying the region of their location and without localizing the initial approximations. 
Directly in the course of its implementation, the boundaries of the region and the structure of the arrangement of 
zeros and extrema are determined. Computational operations are limited by input values of the functions otherwise, 
comparisons of the elements to be sorted and their indices are used. As a result, the error is minimized, zeros and 
extrema are identified accurate to the format of the representation of numerical data. A numerical experiment with 
examples and codes of used programs is described. The method carries over to the functions of two real variables, 
to the case of complex variables and polynomials with complex coefficients. The method described for one variable, 
with modifications, is used to process signals, images, time series, based on it, an information search is performed.
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Вычисление нулей полиномов (наря-
ду с этим употребляется синоним – корни 
полиномов) исторически связано с основ-
ной задачей высшей алгебры, к ее реше-
нию сводятся важные приложения в раз-
личных областях науки и техники, с ней 
связаны основные положения квантовой 
механики [1]. Однако практический поиск 
нулей полиномов наталкивается на вычис-
лительную неустойчивость, под которой 

понимается резкий рост погрешности их 
значений в зависимости от погрешности 
представления коэффициентов [2; 3]. Дру-
гой проблемой оказывается локализация 
области нулей в случае, если границы их 
расположения априори неизвестны. Труд-
ности усугубляются, если нули полинома 
близко расположены (плохо отделены). 
В частности, это относится к решению про-
блемы собственных значений матрицы, 
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тогда как высокоточное нахождение всех 
корней характеристического полинома по-
зволило бы выполнить анализ устойчи-
вости линейной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами [4]. Аналогичные 
трудности возникают при решении задач 
безусловной численной оптимизации. Нули 
и экстремумы функций можно найти клас-
сическими методами, но только в условиях 
вычислительной устойчивости, и если об-
ласть экстремума априори отделена [5; 6]. 
Компьютерная идентификация рассматри-
ваемых величин обостряет вычислитель-
ные проблемы вследствие обработки дан-
ных с плавающей точкой, в случае жестких 
ограничений длины разрядной сетки. Отча-
сти альтернативны методы идентификации 
нулей и экстремумов на основе алгоритмов 
сортировки [7–9] – в этих способах боль-
шинство вычислительных операций заме-
няются на операции сравнения. На такой 
основе ниже решается задача построения 
инвариантного относительно вида входной 
функции от одной переменной (в продолже-
ние работы – двух переменных) алгоритма 
компьютерной идентификации экстрему-
мов в случае, когда не указаны границы их 
совокупного расположения, а также не ука-
зан радиус локализации каждого в отдель-
ности экстремума. Нули полиномов и ана-
литических функций идентифицируются 
непосредственно как минимумы их абсо-
лютной величины. Аналогично идентифи-
цируются нули функций более общего вида, 
единственное изменение состоит в том, что 
значение искомого минимума модуля долж-
но проверяться на достаточное приближе-
ние к нулю.

В работе ставится цель построить алго-
ритм компьютерной идентификации нулей 
и экстремумов функций одной (в развитии 
исследования – двух) действительной пере-
менной на основе устойчивой адресной 
сортировки в качестве основной составля-
ющей алгоритма. Конструируемый алго-
ритм предполагает инвариантность относи-
тельно вида функции. Нули аналитических 
функций (в частности, полиномов) опреде-
ляются как минимумы модуля функции. Ал-
горитм строится без априорного указания 
границ области экстремумов (нулей), а так-
же без указания радиуса локализации каж-
дого экстремума (нуля) в отдельности. Цель 
включает изложение способа построения, 
математико-алгоритмическое обоснование 
алгоритма, его программную реализацию. 
Требуется выполнить развернутый числен-
ный эксперимент с оценками погрешности 
вычислений и в дальнейшем показать при-
менение алгоритма к анализу устойчивости 

линейной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Опираясь на спец-
ифику сортировки, предполагается обосно-
вать и наглядно показать вычислительную 
устойчивость алгоритма и низкую погреш-
ность определения с его помощью искомых 
величин во всех рассматриваемых примене-
ниях. Необходимо, кроме того, выполнить 
преобразование алгоритма к максимально 
параллельной форме и дать оценку времен-
ной сложности.

Идентификация экстремальных эле-
ментов числовой последовательности 
с произвольно фиксированным радиу-
сом локализации. Пусть дана числовая 
последовательность 

 1 2( , ,   , ),na a a a=    (1)
в которой требуется идентифицировать 
все локально минимальные (локально мак-
симальные) элементы с радиусом лока-
лизации r = ε0, где ε0 – произвольно фик-
сировано. Под локально минимальным 
(нестрого – «локальный минимум») в гра-
ницах данного радиуса понимается наи-
меньший элемент среди отсчитанных на 
ε0 влево и вправо: 0, 1,2, ,i ia a ±< = ε



  . 
Аналогично, локально максимальный эле-
мент («локальный максимум») в этой же 
окрестности определяется соотношением 

0, 1,2, ,i ia a ±> = ε


  . Для идентификации 
экстремальных элементов ниже использу-
ется адресная сортировка по неубыванию 
со свойством устойчивости (сортировка со-
храняет порядок равных элементов). В этом 
случае экстремальным будет считаться 
элемент, в определении которого неравен-
ство заменяется на отношение порядка, по 
которому выполняется сортировка. Перво-
начально в этом качестве выбирается моди-
фицированная сортировка подсчетом. Для 
входного массива (1) ее удобно описать ма-
трицей сравнений вида: 

1 2 1

1 11 12 1( 1) 1

2 21 22 2( 1) 2

1 ( 1)1 ( 1)2 ( 1)( 1) ( 1)

1 2 ( 1)

n n

n n

n n

n n n n n n n

n n n n n nn

a a a a
a
a

a
a

−

−

−

− − − − − −

−

α α α α
α α α α

α α α α
α α α α







     





 (2)

Элемент матрицы (2) определяется 
функцией знака: 
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Отсортированный массив обозначается
 

1 2( , ,   , )nc c c c=  . Элемент aj входного мас-

сива (1) вставляется в выходной массив c по адресу (0) (1)

1 1

j n

ij ij
i j i= = +

= α + α∑ ∑
, где (0) 1ijα = , если 

0ijα ≥ , иначе (0) 0ijα = ; (1) 1ijα = , если 0ijα > , иначе (1) 0ijα = . Для подсчитанного индекса jc a=


.
Пример 1. Пусть (7, 5, 5, 2, 12)a = − . Матрица сравнений примет вид (справа для на-

глядности оставлены только знаки):

7 5 5 2 12
7 0 1 1 1 1
5 1 0 0 1 1
5 1 0 0 1 1
2 1 1 1 0 1

12 1 1 1 1 0

−
− − − +

+ − +
+ − +

− + + + +
− − − −

      

7 5 5 2 12
7 0
5 0 0
5 0 0
2 0

12 0

−
− − − +

+ − +
+ − +

− + + + +
− − − −

Соотношение для вставки означает следующее: номер j-го элемента входного массива 
a в отсортированном массиве c подсчитывается как число нулей и плюсов в j-м столб-
це матрицы над диагональю, включая диагональный элемент, сложенное с числом плю-
сов под диагональю (нумерация от j = 1). Так, [ ] [ ]1 7 1 1 1 1 0 4 4a c= → + + + + = → , 
 [ ] [ ]2 5 0 1 0 1 0 2 2a c= → + + + + = → . Аналогично, [ ] [ ]3 5 3a c= → , [ ] [ ]4 2 1a c= − → ,  

[ ] [ ]5 12 5a c= → . Сортировка сохраняет порядок равных элементов (за счет добавления 
нуля над диагональю на пересечении столбца текущего элемента и строки предшеству-
ющего ему равного элемента). Все адреса вставки имеют единственное значение. В силу 
взаимной однозначности соответствия входных и выходных индексов получается взаимно 
однозначная обратная адресация, которая реализуется программно (здесь и ниже – Delphi):

for j:=1 to n do 
begin 
k:= 0; for i:=1 to j do if a[j]>=a[i]  then k:=k+1; for i:=j+1 to n do if a[j]>a[i]  then k:=k+1; 
c[k]:=a[j]; e[k]:=j; 
end;

Если k jc a= , то ke j=  представляет обратный адрес j-го входного элемента на выхо-
де сортировки. Входной индекс отсортированного элемента запоминается на выходе со-
ртировки как элемент массива e, располагаемый в порядке отсортированных элементов: 
c[k]:=a[j]; e[k]:=j. Элемент e[k-m] соответствует входному индексу элемента с[k-m], мень-
шего, чем c[k], для всех m = 1, 2 ,…, k-1. Элемент e[k+m] соответствует входному индексу 
элемента с[k+m], большего, чем c[k], для всех m = 1, 2 ,…, n-k. Именно это свойство лежит 
в основе идентификации экстремальных элементов последовательности. Локально мини-
мальный элемент массива a с входным индексом ek, 1 k n≤ ≤ , определяется условием 

 01, 1 : k kk e e −¬ ∃ ∈ − − ≤ ε


 ,  (3)

где r = ε0 – радиус локализации. Фрагмент программной реализации (3) имеет вид

{выполнение процедуры сортировки}
k:=1; while k <= n do
begin for L:=1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k-L]) <= eps0 then goto 11; ik:= e[k]; 
11: k:= k+1 end;

Здесь ik – индекс локально минимального элемента в радиусе eps0 = ε0. Входной ин-
декс любого элемента меньшего ck (с[k]=a[e[k]]) располагается от ek дальше, чем на ε0, по-
этому ek – индекс локально минимального элемента в радиусе ε0. Аналогично, локально 
максимальный элемент определяется из условия, что неравенство

 
0k ke e +− ≤ ε



 не должно 
выполняться ни при одном ℓ, 1 n k≤ ≤ − , –

 01, : k kn k e e +¬ ∃ ∈ − − ≤ ε


 .  (4)
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Программная реализация (4) имеет вид

{выполнение процедуры сортировки} 
k:=1; while k <= n do
begin for L:=1 to n-k do if abs(e[k]-e[k+L]) <= eps0 then goto 111; ik:= e[k]; 
111: k:= k+1 end;

Соотношения (3), (4) и данные программные фрагменты представляют собой условия 
идентификации локального минимума и, соответственно, максимума (кратко – условия 
локализации). При этом минимальность и максимальность (наименьший и наибольший 
элементы в радиусе локализации) здесь и ниже понимаются в смысле отношения поряд-
ка в отсортированном массиве. Идентифицированный минимум может оказаться первым 
(наименьшим), максимум – последним (наибольшим) в цепочке равных элементов. То же 
имеется в виду всюду, где используется термин «экстремальный элемент». В результате 
выполнения цикла по k данные условия идентифицируют одновременно все локально ми-
нимальные (локально максимальные) в произвольно фиксированном радиусе ε0 элементы 
последовательности (1). Сортировка используется однократно, затем условия локализации 
можно применять с любыми значениями радиусов ε0. Идентификация исключает накопле-
ние погрешности, поскольку не выполняет вычислений: используются только сравнения 
элементов при выполнении сортировки и сравнение их индексов для локальной минимиза-
ции (максимизации). 

Пример 2. Следующая программа идентифицирует все локальные минимумы и макси-
мумы массива из раздела описания констант:

program LokMinMaxI;
{$APPTYPE CONSOLE}
uses
 SysUtils;
label 2, 22, 222; const nn=11;
type vect=array [1..nn] of extended; vect0=array [1..nn] of integer;
const b: vect =
(1.20888884+0.00000000000001, 1.20888884-0.00000000000001, 1.20888884, -6.304, 1.404,
-1.904, 9.504, 1.504, 14.604, 1.704, -11.804);
var i,k,l,n: integer; a,c: vect; e: vect0;
procedure sort (var n: integer; var a,c: vect; var e: vect0);
var i,j,k: integer;
begin
for i:=1 to n do 
begin k:= 0; for j:=1 to i do if a[j]<=a[i] then k:=k+1; for j:=i+1 to n do if a[j]<a[i] then k:=k+1;
c[k]:=a[i]; e[k]:=i; end; 
end;
begin
n:=nn; for i:=1 to n do
a[i]:=b[i]; writeln; writeln; writeln (' ':6, 'massiv a');
for i:=1 to n do write (' ':6, a[i]); writeln; writeln; writeln;
sort (n,a,c,e); writeln (' ':6, 'min eps0=1'); writeln;
k:=1; while k<= n do
begin
for L := 1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k- L]) <= 1 then goto 2; writeln (' ',c[k],' ',e[k]);
2: k:=k+1;
end; writeln; writeln; writeln (' ':6, 'max eps0=1'); writeln;
k:=1; while k<= n do
begin
for L := 1 to n-k do if abs(e[k]-e[k+ L]) <= 1 then goto 22; writeln (' ',c[k],' ',e[k]);
22: k:=k+1;
end; writeln; writeln; writeln (' ':6, 'min eps0=3'); writeln;
k:=1; while k<= n do
begin
for L := 1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k- L]) <= 3 then goto 222; writeln (' ',c[k],' ',e[k]);
222: k:=k+1;
end; writeln; writeln; writeln (' ':6,'podstanovka indeksov'); writeln;
for i:=1 to n do write (' ':2, ' ', i); writeln; writeln ;
for i:=1 to n do write (' ':2, ' ', e[i]);
readln;
end. 
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Результат работы программы:
 
                                                                massiv a

1.20888884000001E+0000       1.20888883999999E+0000       1.20888884000000E+0000      
-6.30400000000000E+0000      1.40400000000000E+0000      -1.90400000000000E+0000
9.50400000000000E+0000       1.50400000000000E+0000       1.46040000000000E+0001
1.70400000000000E+0000      -1.18040000000000E+0001

                     min eps0=1

       -1.18040000000000E+0001      11
       -6.30400000000000E+0000      4
       -1.90400000000000E+0000      6
        1.20888883999999E+0000      2
        1.50400000000000E+0000      8

                    max eps0=1

        1.20888884000000E+0000      3
        1.20888884000001E+0000      1
        1.40400000000000E+0000      5
        9.50400000000000E+0000      7
        1.46040000000000E+0001      9

                    min eps0=3

       -1.18040000000000E+0001      11
       -6.30400000000000E+0000      4

             podstanovka indeksov

      1   2   3   4   5   6   7   8   9   10   11
      11   4   6   2   3   1   5   8   10   7   9

Пример иллюстрирует точность иден-
тификации локально экстремальных эле-
ментов. В массив a включены три эле-
мента a1, a2, a3, взаимно различающиеся 
на 0.00000000000001. Минимальный из них 
второй, что отмечено курсивом на выходе 
программы. Максимальный – третий, что 
отмечено аналогично. Программа иденти-
фицирует в качестве максимума и первый 
элемент согласно формальному смыслу 
условия локализации. Можно продолжить 
вывод локальных экстремумов с различ-
ными радиусами ε0. Все они идентифици-
руются с точностью до формата представ-
ления данных. Чтобы получить глобальный 
минимум (максимум), в условии локализа-
ции достаточно изменить знак неравенства 
на противоположный при ε0 = 1: if abs(e[k]-
e[k- L]) >= 1 then goto … (if abs(e[k]-e[k+ L]) 
>= 1 then goto …). В конце программы вы-
водится подстановка, образуемая входными 
индексами k и выходными индексами e[k], 
располагаемыми в порядке отсортирован-
ных элементов c[k]. В общем случае под-
становка имеет вид

  
1 2

1, 2,  ,  ,  ,
, ,   , ,  ,k n

k n
e e e e

 
  

 

 

. (5)

Она формируется в результате сортиров-
ки, в силу устойчивости которой подстанов-
ка обладает единственностью. Для иденти-
фикации экстремумов условия локализации 
используют обращение только к элементам 
перестановки ek. Проверка условий сводит-
ся к сравнению этих элементов без преобра-
зований и без изменения их расположения. 
Отсюда имеет место

Предложение 1. Перестановка индек-
сов в (5), сформированная на основе устой-
чивой адресной сортировки, содержит всю 
полноту информации о локально и глобаль-
но экстремальных элементах входной по-
следовательности (1) одновременно для 
всех фиксированных значений радиусов ε0. 
Эта информация конструктивно извлека-
ется из (5) с помощью условий локализа-
ции  (3), (4).

Предложение сохраняется для любой 
сортировки, если она устойчива и в явной 
форме реализует взаимно однозначное со-
ответствие входных и выходных индексов. 
При этом экстремальность должна пони-
маться исключительно в смысле отношения 
порядка, радиус локализации произвольно 
фиксирован при циклической проверке ус-
ловия локализации. Любой экстремальный 
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элемент с произвольным радиусом лока-
лизации всегда будет идентифицирован 
в цикле с фиксированным значением этого 
радиуса. Экстремумы в смысле строгого не-
равенства определяются данным способом 
в качестве частного случая.

Представленный алгоритм обладает 
максимальным параллелизмом: все опе-
рации сравнения сортировки, а также ус-
ловий локализации взаимно независимы 
и могут выполняться над готовыми зна-
чениями данных. Поэтому в максимально 
параллельной форме алгоритм может быть 
реализован с временной сложностью O(1) 
при любой длине n входной последова-
тельности, число процессоров для поиска 
одного экстремума O(n2).

Чтобы применить способ к вычисле-
нию нулей и экстремумов функции, по-
требуется сформировать входную после-
довательность посредством дискретизации 
функции, выбрать границы числовых пара-
метров и осуществить спуск для идентифи-
кации искомых значений с заданной грани-
цей погрешности.

Идентификация действительных кор-
ней полиномов. С целью численного экспе-
римента и верификации алгоритма перво-
начально полином задается разложением 
по корням:
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==
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В данной части работы все корни пред-
полагаются действительными. В програм-
ме ниже корни заданы в разделе констант 
как элементы массива b, с учетом (6) xi = bi, 
i = 1, 2,...,n. Абсолютная величина полинома 
задается подпрограммой-функцией func ();. 
На выходе программы локальные миниму-
мы этой функции должны совпасть с задан-
ными на входе корнями. В разделе констант 
задается радиус локализации eps0, в каче-
стве его значения можно взять любое число, 
заведомо меньшее половины наименьшего 
расстояния между искомыми корнями (в об-
щем случае – между минимумами). Иначе 
в окрестность такого радиуса могут попасть 
хотя бы два минимальных элемента, усло-
вие локализации исключит один из них, как 
следствие, не идентифицируется по крайней 
мере один из корней. Если требуемое рас-
стояние неизвестно, радиус следует взять 
априори с достаточным запасом малости. 
В программе ниже корни минимально отде-
лены на 0.001, поэтому eps0=0.00049. Шаг 
дискретизации задается в разделе констант 
и определяется значением радиуса лока-
лизации: h=eps0/40. В разделе инструкций 
функция func () дискретизируется, образуя 

входной массив для сортировки: x:=x0+i*h; 
a[i]:=func(x);. Согласно эксперименту шаг 
можно задавать любым значением не боль-
шим eps0/33. Однако в случае сложно вы-
числяемой функции (примеры приведены 
в дальнейшем) шаг необходимо уменьшить. 
Значение eps0/40 выбрано для примера, 
дальнейшее уменьшение шага точности 
не повысит, но увеличит время выполнения 
программы. Далее необходимо задать коли-
чество сортируемых элементов. Это число 
может быть зафиксировано произвольно, 
но с учетом приложения к корням поли-
нома его следует выбрать не меньше 512. 
Увеличение этого количества не скажется 
на точности вычислений, но увеличит вре-
мя работы программы. Для примера в про-
грамме взято nn0=1512, имя переменной 
nn0 заменяет n из (1) (это не имеет отноше-
ния к n из (6)). Выбранная длина массива 
определяет длину отрезка, на котором не-
посредственно воспроизводится описанная 
идентификация экстремальных элементов: 
в программе эта длина обозначается hh и за-
дается оператором hh:=nn0*h. Полный от-
резок (область) поиска корней может быть 
произвольным, но большая его длина за-
медлит работу программы. Поэтому отрезок 
выбирается из априорных соображений от-
носительно области корней. В дальнейшем 
от этого недостатка удается избавиться, 
для предварительного описания в качестве 
границ рассматриваемого отрезка выбраны 
x00=-5; x11=25; отрезок заведомо содержит 
все искомые корни. Программа начинает ра-
боту с левой границы: x0:=x00. Идентифи-
кация корней выполняется на текущем от-
резке длины hh, который затем циклически 
сдвигается на свою длину, до достижения 
правой границы x11. При этом возникает 
проблема проверки, не лежат ли искомые 
корни на границах текущего отрезка. Ре-
шение заключается в следующем. Значение 
модуля полинома на границе отрезка длины 
hh сравнивается с двумя его последователь-
ными значениями слева и с двумя анало-
гичными значениями справа для проверки 
минимальности значения на границе. Это 
выполняют операторы в конце программы 
for i:= 1 to 2 do begin z:=x+i*h; if func(x) >= 
func(z) then goto 22; end; и т.д. Собствен-
но на текущем отрезке после выполнения 
условия локализации идентифицируется 
(если он есть) локально минимальный эле-
мент xk:= x0+e[k]*h. С точностью до дис-
кретизации и радиуса локализации его зна-
чение является приближенным значением 
корня. Окончательное уточнение выпол-
няется путем циклического спуска к наи-
меньшему значению в сужаемой окрестно-
сти приближения. Это делается с помощью 



СОВРЕМЕННыЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 6, 2020

85
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

процедуры min1 на равномерной сетке 
из mm=4 элементов. Значение параметра 
mm можно взять любым большим данного, 
но практически это замедлит процесс без 
повышения точности. Сужение окрестно-
сти наименьшего значения с переменным 
диаметром eps1 происходит циклическим 
делением диаметра eps1:=eps1/1.2 до дости-
жения заданной в заголовке цикла границы 
погрешности eps1<=eps. Согласно экспе-
рименту делить диаметр можно на любое 
меньшее 1.2 число при условии, что оно 
больше единицы. Для искомой точности 
достаточно данного значения, иначе замед-
лится работа программы. Процедура min1, 
как и рассмотренные до сих пор фрагмен-
ты алгоритма, не выполняет вычислений, 
она только сравнивает числовые значения 
и путем сравнений выбирает наименьшее 
из них.

Значение корня практически отделяется 
от других корней полинома согласно по-
строению метода, выполняется локализа-
ция отделенного приближения, затем спуск 

до требуемого уточнения. Вместе с тем необ-
ходимо принять во внимание, что изложен-
ный метод теоретически опирается на след-
ствие принципа максимума (минимума) 
модуля [10]: модуль аналитической функ-
ции, отличной от константы и не обращаю-
щейся в ноль внутри области аналитично-
сти, не может иметь локальных минимумов 
внутри этой области. Поэтому локальные 
минимумы модуля данной функции могут 
достигаться только в тех точках, где она об-
ращается в ноль (в частности, в ноль обра-
щается ее действительная и мнимая часть). 
Следствие применимо к полиному (6), где 
n ≥ 1. В результате к локализованному зна-
чению минимума модуля (корня) полинома 
можно выполнять спуск без опасения, что 
в окрестность спуска попадет посторонний 
минимум и станет препятствием для иден-
тификации искомого корня. 

Пример 3. Следующая программа иден-
тифицирует все корни полинома 26-й сте-
пени вида (6), заданного массивом корней b 
в разделе констант:

program KORDEMINPOL;
{$APPTYPE CONSOLE}
uses
  SysUtils;
label 21, 22; const n1=26;
b: array [1..n1] of extended =
(1, 2, 3, 4.007, 4.008, 5, 6.001, 6.002, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
18, 19.003, 19.002, 20, 21, 22, 23);
eps=1E-44; eps0=0.00049; h=eps0/40; n00=1512; mm=4; x00=-5; x11=25;
{x00=0; x11=23;}{x00=-256; x11=256;}
type vect=array [0..4*n00] of extended;vect1=array [0..4*n00] of longint;
vec=array [0..n1] of extended;
var i,j,k,l,ee,nn0: longint; a,c: vect; e: vect1; aaa,x,x0,x1,xk,xk0,xk1,h0,min,eps1,hh,z,z1: extended;
function func (var x: extended): extended;
var i1: 1..n1;p:extended;
begin
p:=1; for i1:=1 to n1 do p:=p*(x-b[i1]); func:=abs(p);
{func:=ln(1+abs(p));}
{func:=abs(exp(exp(-2*abs(x11-x00))*p)-1);}
{func:=abs(sin(x));}
{if x<>0 then func:=abs(sqr(1/x)*1/x*sin(x));}
{if x<>0 then func:=1/x*(exp(abs(sqr(1/x)*1/x*sin(x)))-1);}
{if x<>0 then func:=abs(exp(1/x*sin(x))-1);}
     {if x<>0 then func:=ln(1+abs(sin(x)/x*(exp(abs(1/x*sin(x)))-1)));}
     {func:=abs(exp(-200*sqr(x-0.3))-1);}
     {func:=ln(1+sqrt(exp(-20*(cos(x-0.3)))));}
end;
procedure min1 (var x: extended; var ee: longint);
begin min:=func(x); ee:=0; for i:=1 to mm do 
begin x:=xk0+i*h0; if min > func(x) then begin min:=func(x); ee:=i; end; end; 
end;
procedure sort(var nn0: longint; var a,c: vect; var e: vect1);
begin
for j:= 1 to nn0 do
begin
k:=0; for i:= 1 to j do if a[j]>=a[i] then k:= k+1; for i:=j+1 to nn0 do if a[j]>a[i] then k:= k+1;
c[k]:=a[j]; e[k]:=j; end; 
end;
begin
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aaa:=1e62; nn0:=n00; hh:=nn0*h; x0:=x00; while x0 <= x11 do
begin for i:=1 to nn0 do begin  x:=x0+i*h; a[i]:=func(x); end;
sort(nn0, a,c, e); k:=1; while k<= nn0 do
begin
for l := 1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k-l]) <= eps0/h then goto 22; xk:= x0+e[k]*h; 
eps1:=eps0; xk0:=xk-eps1; xk1:=xk+eps1; h0:=abs(2*eps1)/mm;
while abs(eps1) > eps do begin
x:=xk0; min1(x,ee); eps1:=eps1/1.2; xk0:=xk0+ee*h0-eps1; xk1:=xk0+ee*h0+eps1;
h0:=abs(2*eps1)/mm; end;
if func(xk)= 0 then begin x:=xk; goto 21; end; x:=xk0+ee*h0+eps1;
for i:= 1 to 2 do begin z:=x+i*h; if func(x) >= func(z) then goto 22; end;
for i:= 1 to 2 do begin z1:=x-i*h; if func(x) >= func(z1) then goto 22; end;
if abs(aaa-x) <=1e-20 then goto 22;
21: writeln ('  ', x,'  ',func(x)); aaa:=x;
22: k:=k+1
end; x0:=x0 + hh end;
readln;
end.

Результат работы программы:
 
 1.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00800000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00700000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 5.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.00100000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.00200000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 7.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 8.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 9.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 1.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.40000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.50000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.60000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.70000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.80000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90020000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90030000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000

В левой колонке – значение корня, в правой – значение полинома в корне. Таким обра-
зом, корни полинома 26-й степени, среди которых три пары взаимно отделены на 0.001 (от-
мечены курсивом), идентифицированы с точностью до формата представления данных. 
Не оговоренные программные операторы имеют смысл, связанный с наглядностью вывода, 
они дополнительно обсуждаются в дальнейшем. Закомментированные функции и области 
поиска используются ниже. Программа сохраняет правильность идентификации на любом 
промежутке при любой малой отделенности корней (при «произвольной» степени поли-
нома), но в данной версии переход к таким параметрам влечет риск неприемлемого замед-
ления работы. При переходе к быстрой сортировке (в дальнейшем будет использоваться 
сортировка слиянием) точность идентификации за приемлемое время можно сохранить 
в случае взаимной отделенности корней на величину, существенно меньшую 0.001. Это 
достигается на отрезке сравнительно большой длины, включающем все корни полинома 
высокой степени [8]. 

В дальнейшем наряду с положительными примерами обсуждаются трудности, возни-
кающие вследствие ограниченности числового диапазона, объема оперативной памяти, 
а также недостаточной точности стандартных программ, с помощью которых определяют-
ся элементы входного массива.



СОВРЕМЕННыЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 6, 2020

87
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

Идентификация нулей трансцендент-
ных функций одной действительной пе-
ременной. Искомые нули, в случае если 
функции аналитические, идентифициру-
ются без изменения алгоритма и програм-
мы, представленных для идентификации 
действительных корней полиномов. До-
статочно вместо модуля полинома подать 
на вход программы модуль функции. Что-
бы, по возможности, ничего не менять 
в программе KORDEMINPOL примера 3, 
вначале рассматривается более сложная за-
дача: функции будут взяты как суперпози-
ции от полиномов, в частности от полино-
ма, представленного в этой программе. Так, 
если вместо корней полинома (6) искать 
нули функции

 ( )( ) ln 1 ( )nf x P x= + ,  (7)

то в подпрограмме func (…), задающей 
функцию, после предварительного задания 
полинома, в завершающем операторе при-
сваивания вместо func:=abs(p); следует по-
ставить оператор func:=abs(ln(1+abs(p)));. 
Больше ничего менять не нужно, результа-
том работы программы будет тот же набор 
корней в той же последовательности и с той 
же точностью. Очевидно, это правильный 
результат поиска нулей функции (7). Для 
программной реализации данного примера 
достаточно удалить знаки фигурных скобок 
первого комментария в подпрограмме func 
(…) программы KORDEMINPOL. В каче-
стве другого примера рассматривается по-
иск нулей функции 

 
2 11 00 ( )( ) 1

x x
ne P xf x e

− −

= − ,  (8)

где в показателе используется длина отрез-
ка поиска корней полинома (в программе 
примера 3 x00=-5; x11=25;). Аналогично 
предыдущему, в завершающем операторе 
подпрограммы func (…) программы KOR-
DEMINPOL примера 3 следует поставить 
оператор func:=abs(exp(exp(-2*abs(x11-
x00))*p)-1); (удалить знаки фигурных ско-
бок второго комментария в подпрограмме 
func (…)). В результате нули функции (8) 
совпадут с корнями полинома из этой же 
программы, однако границы отрезка поиска 
нулей придется сузить: x00=1; x11=23;.

Замечание 1. Если отрезок поиска не су-
жать, оставив прежним, произойдет выход 
за границы числового диапазона. В по-
казателе степени (8) программа задает по-
лином 26-й степени, на границе исходного 
отрезка он берется от числа 25. В таком 
виде он попадет в показатель степени экс-
поненты, что влечет выход из числового ди-
апазона. Именно поэтому в (8) перед Pn(x) 
в показателе степени введена весовая экспо-
нента с отрицательным показателем. Если 
рассматривать аналог (8) без такого веса, 
а просто ( )( ) 1nP xf x e= − , то допустимый 
отрезок поиска нулей резко сузится. В этом 
случае нули правильно найдутся на отрезке 
[–1, 5]. Соответственно, их количество ста-
нет 6, это требует изменить степень полино-
ма в программе до n1=6. В таком варианте 
нули вне данного отрезка не будут найдены 
по построению. Последовательными фраг-
ментами по отрезкам длины 6 и полинома-
ми 6-й степени с расположенными на них 
корнями проходится весь исходный отрезок 
с правильной идентификацией расположен-
ных на текущих отрезках корней, но это 
не является корректным решением задачи 
для полинома 26-й степени.

В дополнение к замечанию можно от-
метить, что программа все же устойчиво 
справляется с задачей поиска нулей функ-
ции ( )( ) 1nP xf x e= −  при n = 10 на отрезке 
длины 9.

В случае если предложенный способ 
не сталкивается с выходом из границ чис-
лового диапазона, программа работает пра-
вильно и устойчиво.

Пример 4. Пусть требуется найти нули 
функции 
 ( ) sin ( )f x x=   (9)
на отрезке –256 ≤ x ≤ 256. Если в программе 
примера 3 задать x00=-256; x11=256; кро-
ме того, в подпрограмме func (…) выпол-
нить func:=abs(sin(x)); (без формирования 
значения полинома, степени и корней, что 
в данном случае излишне), то программа 
идентифицирует правильный набор нулей 
функции (9). Для наглядности можно выво-
дить не только аргумент x, обращающий (9) 
в ноль, но и соответственное значение x/π. 
Получится следующий результат работы 
программы:

 -2.54469004940773E+0002 -8.10000000000000E+0001 3.30681662608079E-0018
 -2.51327412287183E+0002 -8.00000000000000E+0001 8.67361737988404E-0019
 -2.48185819633594E+0002 -7.90000000000000E+0001 1.57209315010398E-0018
 -2.45044226980004E+0002 -7.80000000000000E+0001 4.01154803819637E-0018
 …………………………………………………………………………………………
 -6.28318530717959E+0000 -2.00000000000000E+0000 1.08420217248550E-0019
 -3.14159265358979E+0000 -1.00000000000000E+0000 5.42101086242752E-0020
 1.71189937630016E-0044 5.44914495628207E-0045 1.71189937630016E-0044
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 3.14159265358979E+0000 1.00000000000000E+0000 5.42101086242752E-0020
 6.28318530717959E+0000 2.00000000000000E+0000 1.08420217248550E-0019
 ………………………………………………………………………………………...
 2.45044226980004E+0002 7.80000000000000E+0001 4.01154803819637E-0018
 2.48185819633594E+0002 7.90000000000000E+0001 1.57209315010398E-0018
 2.51327412287183E+0002 8.00000000000000E+0001 8.67361737988404E-0019
 2.54469004940773E+0002 8.10000000000000E+0001 3.30681662608079E-0018

Целочисленные значения x/π во второй колонке показывают, что не пропущен ни один 
корень функции (9). Радиус локализации можно уменьшить до значения близкого к π/2 (при 
условии eps0 < pi/2). Например, можно выбрать eps0=0.49;. Результат не изменится, хотя 
будет нарушаться порядок выводимых значений. 

К аналогичному результату, без изменения параметров примера 4, приведет поиск ну-
лей функции 

 3
sin ( )( ) , 0xf x x

x
= ≠ ,  (10)

если в подпрограмме func (…) выполнить if x<>0 then func:=abs(sqr(1/x)*1/x*sin(x));. Зна-
чение функции в третьей колонке уменьшится до 10-25 за счет роста знаменателя в (10). 

Если рассмотреть экспоненту с ограниченным показателем, то выхода из границ диа-
пазона не произойдет. Пусть, например,

 
sin ( )

( ) 1 , 0
x

xf x e x= − ≠ . (11)

Для поиска нулей функции (11) (–256 ≤ x ≤ 256) в предыдущем варианте программы 
требуется единственное изменение: if x<>0 then func:=abs(exp(1/x*sin(x))-1);. Результат по-
вторится с той разницей, что в третьей колонке будут только нулевые значения. 

Инвариантность метода иллюстрирует пример 

 
sin ( )

sin ( )( ) ln 1 1 , 0
x

xxf x e x
x

  
 = + × − ≠     

, –256 ≤ x ≤ 256.  (12)

В последнем видоизменении программы задается функция (12): if x<>0 then 
func:=ln(1+abs(sin(x)/x*(exp(abs(1/x*sin(x)))-1)));. Результат работы программы не изме-
нится, с той, однако, разницей, что во второй колонке значения аргумента окажутся вер-
ными лишь 8 значащих цифр десятичной мантиссы. Эта неточность предположительно 
связана с недостатком точности библиотеки стандартных программ, третья колонка со-
стоит из нулевых значений. В таких случаях погрешность иногда можно снизить с помо-
щью следующего приема. В рассматриваемой программе KORDEMINPOL определяют-
ся две подпрограммы-функции: func11() – эта подпрограмма задает функцию, у которой 
требуется найти корни (рассматриваемом случае – функцию (12)), и func () – эта подпро-
грамма задает такую функцию, у которой аналитически те же корни, но программно они 
идентифицируются точнее. В суперпозиции (12) в качестве func () можно взять внутрен-

нюю функцию 
sin ( )

sin ( ) 1
x

xx e
x

 
× −   

:

function func11 (var x: extended): extended;
var i1: 1..n1;p:extended;
begin
if x<>0 then func11:=abs(ln(1+abs(sin(x)/x*(exp(abs(1/x*sin(x)))-1))));
end;
function func (var x: extended): extended;
var i1: 1..n1;p:extended;
begin
if x<>0 then func:=abs(sin(x)/x*(exp(abs(1/x*sin(x)))-1));
end;
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Далее все действия выполняются для внутренней функции func () без изменения про-
граммы, за исключением того, что корни подставляются «как для проверки» в исходно за-
данную функцию (12), которая теперь представлена подпрограммой func11(). Иными сло-
вами, выводится не func (), а func11 () от найденных значений корней. В этом случае вывод 
осуществляется в виде 

 21: writeln (' ', x,' ',x/pi,' ',func11(x)); aaa:=x;

Результат работы программы с этими изменениями, при значении параметров 
eps0=0.0049; h=eps0/40; x00=-256; x11=256; примет вид:

 -2.54469004940773E+0002 -8.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 -2.51327412287183E+0002 -8.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 -2.48185819633594E+0002 -7.90000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 -2.45044226980004E+0002 -7.80000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
…………………………………………………………………………………………… 
 -3.14159265358979E+0000 -1.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 3.14159265358979E+0000 1.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.28318530717959E+0000 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 9.42477796076938E+0000 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
…………………………………………………………………………………………… 
 2.45044226980004E+0002 7.80000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.48185819633594E+0002 7.90000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.51327412287183E+0002 8.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.54469004940773E+0002 8.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000

Погрешности во второй колонке (x/π) не проявились, значения функции (12) в каждом 
корне равны нулю с точностью до формата представления данных. Изложенный прием 
не универсален, дан для случая явно заданной суперпозиции, но в дальнейшем будут пред-
ставлены полезные аналоги для функций комплексных переменных.

Заключительный пример данного раздела – вычисление гауссиана

 
2200( 0.3)( ) 1xf x e − −= − . (13)

Единица в правой части вычитается для сохранения общей схемы. С параметрами
  eps=1E-44; eps0=0.0049; h=eps0/40; n00=1512; mm=4; x00=-2; x11=2;  (14) 
и функцией func:=abs(exp(-200*sqr(x-0.3))-1); программа идентифицирует нулевую правую 
часть (13) в точке 2.99999999988358E-0001.

Замечание 2. Изложенный метод практически не использует область аналитичности 
функций. В некоторых примерах функция на вход программы поступает с разрывами про-
изводных, требуемую локализацию минимумов модуля программа реализует по постро-
ению. Эта ее особенность будет использоваться при вычислении экстремумов функций, 
не взятых по абсолютной величине. 

Идентификация экстремумов функций одной действительной переменной. Если ра-
диус локализации минимумов eps0 меньше половины расстояния между точками бли-
жайших друг к другу минимумов, то программа KORDEMINPOL примера 3 почти без 
изменений выполнит идентификацию всех локальных минимумов с радиусом локальной 
минимальности eps0: на вход должна поступать непосредственно сама функция без знака 
модуля. Еще одно изменение состоит в том, что следует убрать ограничение на приближе-
ние значения функции к нулю (берется в комментарий {if abs(aaa-x) <=1e-20 then goto 22;}).

Пример 5. Пусть требуется найти все минимумы функции

( ) sin ( )f x x=

на отрезке –256 ≤ x ≤ 256. В подпрограмме func (…) программы KORDEMINPOL следует 
выполнить func:= sin(x);. Если для наглядности во второй колонке выводить x/(2π)-3/4, то 
результат работы программы примет вид:

 -2.52898208614211E+0002 -4.10000000000371E+0001 -1.00000000000000E+0000
 -2.46615023307032E+0002 -4.00000000000371E+0001 -1.00000000000000E+0000
 -2.40331837999852E+0002 -3.90000000000371E+0001 -1.00000000000000E+0000
 …………………………………………………………………………………………
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 1.09955742873314E+0001 9.99999999962944E-0001 -1.00000000000000E+0000
 1.72787595945110E+0001 1.99999999996294E+0000 -1.00000000000000E+0000
 2.35619449016906E+0001 2.99999999996294E+0000 -1.00000000000000E+0000
 ………………………………………………………………………………………….
 2.43473430652976E+0002 3.79999999999629E+0001 -1.00000000000000E+0000
 2.49756615960156E+0002 3.89999999999629E+0001 -1.00000000000000E+0000
 2.56039801267335E+0002 3.99999999999629E+0001 -1.00000000000000E+0000

Минимумы найдены правильно, среди точек минимума нет пропущенных. Аналогич-
ный результат получится для функции

sin ( )( ) xf x e= , –256 ≤ x ≤ 256.
При этом точки минимума – те же, все значения минимумов равны 3.67879441171442E-

0001, то есть, e-1. Для функции 
sin ( )( ) ln(1 )xf x e= + , –256 ≤ x ≤ 256 

получатся те же точки минимумов, все значения минимумов равны 3.13261687518223E-
0001, то есть ln(1 + e-1). Чтобы убедиться в правильности значения, достаточно в каждой 
точке выводить func(x)-ln(1+exp(-1)), что даст ноль на выходе программы. 

Наконец, вместо (13) рассматривается непосредственно гауссиан:

 
2200( 0.3)( ) xf x e − −= .  (15)

Его максимум идентифицируется как минимум функции с обратным знаком: 
2200( 0.3)xe − −− . В подпрограмме func (…) программы KORDEMINPOL задается func:=-exp(-

200*sqr(x-0.3)). С параметрами (14), при условии вывода -func(x), на выходе программы 
получится: 
  2.99999999988358E-0001 1.00000000000000E+0000  (16)

Аналогичным способом всегда можно идентифицировать локальные максимумы. Вместе 
с тем верный результат получится при непосредственном использовании программного фраг-
мента, реализующего условия (4). Для этого потребуются следующие изменения в рассматри-
ваемой программе. Во-первых, функция в подпрограмме func (…) задается без абсолютной 
величины и без обратного знака, непосредственно в программной записи математического 
выражения. В частности, гауссиан (15) задается в виде func:=exp(-200*sqr(x-0.3));. Во-вторых, 
в процедуре min1 ищется не наименьший, а наибольший элемент, поэтому знак неравенства 
в этой процедуре следует изменить на противоположный: x:=xk0+i*h0; if min > func(x) then … 
В-третьих, условие локализации минимума меняется на условие локализации максимума: for L 
:= 1 to nn0-k do if abs(e[k]-e[k+L]) <= eps0/h then goto 22;. Заключительное изменение касается 
проверки экстремальности на границах текущего отрезка длины hh, где в этом случае прове-
ряется не минимальность, а максимальность, и в соответствующих операторах изменится знак 
неравенства: z:=x+i*h; if func(x) < func(z) then goto 22; … z1:=x-i*h; if func(x) < func(z1) then 
goto 22;. При выводе локально максимального значения знак функции не меняется. С такими 
видоизменениями программа примера 3 будет правильно идентифицировать все локальные 
максимумы с произвольно фиксированным радиусом локализации в представленных границах 
погрешности. В частности, для гауссиана (15), при сохранении параметров (14), получатся вер-
ные значения (16). Если в качестве примера рассмотреть функцию 

( )20 cos ( 0.3)( ) ln 1 xf x e − −= +

и искать ее локальные максимумы на отрезке –256 ≤ x ≤ 256, то в подпрограмме func (…) 
следует задать func:=ln(1+sqrt(exp(-20*(cos(x-0.3))))). Чтобы убедиться, что программа не 
пропускает максимумов, нужно во второй колонке выводить (x-0.3)/(2*pi)-1/2. 

Результат работы программы:
 -2.54169004941006E+0002 -4.10000000000371E+0001 1.00000453988992E+0001
 -2.47885819633826E+0002 -4.00000000000371E+0001 1.00000453988992E+0001
 -2.41602634326647E+0002 -3.90000000000371E+0001 1.00000453988992E+0001
 -2.35319449019467E+0002 -3.80000000000371E+0001 1.00000453988992E+0001
 ....………………………………………………………………………………………
 2.35919449019002E+0002 3.69999999999629E+0001 1.00000453988992E+0001
 2.42202634326181E+0002 3.79999999999629E+0001 1.00000453988992E+0001
 2.48485819633361E+0002 3.89999999999629E+0001 1.00000453988992E+0001
 2.54769004940540E+0002 3.99999999999629E+0001 1.00000453988992E+0001
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Таким образом, идентифицируются все 
локальные максимумы рассматриваемой 
функции. В правильности их значения мож-
но убедиться, выводя разность между иден-
тифицированным максимумом и его «истин-
ным» значением: func(x)-ln(1+sqrt(exp(20))). 
Это даст нули в третьей колонке.

Замена сортировки. Численный экс-
перимент можно расширить, программу 
примера 3 преобразовать в практически 
более значимую, если процедуру сортиров-
ки подсчетом заменить процедурой более 
быстрой сортировки слиянием. Такая про-
цедура с заголовком procedure sort(var nn0: 
longint; var c: vect1; var e: vect2); в дальней-
шем применяется для идентификации ком-
плексных корней полиномов и экстремумов 
функций двух действительных перемен-
ных. Она обладает всеми перечисленными 
вначале качествами для корректного при-
менения, в последовательном варианте ее 

временная сложность 2( log )O n n , что обе-
спечивает более высокое быстродействие 
по сравнению с сортировкой подсчетом, 
которая в последовательном варианте име-
ет сложность O(n2). Сортировка слиянием 
реализована с одним массивом c для вход-
ных и выходных элементов, представление 
в разделе описаний сохраняется в дальней-
шем. Меняется формирование сортируемого 
массива: вместо операторов for i:=1 to nn0 do 
begin x:=x0+i*h; a[i]:=func(x); end; sort(nn0,  
a,c, e); необходимо взять for i:=1 to nn0 do 
begin x:=x0+i*h; с[i]:=func(x); end; sort(nn0,  
c, e);. Ниже программа с данными изменени-
ями приводится для массива корней полино-
ма (6), однако с меньшей, чем в программе 
примера 3, взаимной отделенностью. В то же 
время их поиск будет выполняться на отрез-
ке большей длины. 

Пример 6. Измененная программа при-
мет вид:

program KORDEMINPOLsortnew;
{$APPTYPE CONSOLE}
uses
  SysUtils;
label 21, 22; const n1=26;
b: array [1..n1] of extended =
(1, 2, 3, 4.0007, 4.0008, 5, 6.0001, 6.0002, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19.0003, 19.0002, 20, 21, 22, 23);
eps=1E-44; eps0=0.000049; h=eps0/33; n00=1512; mm=4; x00=-15; x11=70;
type vect1=array [0..4*n00] of extended; vect2=array [0..4*n00] of longint;
vec=array [0..n1] of extended;
var i,j,k,l,ee,nn0: longint; a,c: vect1; e: vect2; b1:vec;
aaa,x,x0,x1,xk,xk0,xk1,h0,min,eps1,hh,z,z1: extended;
function func (var x: extended): extended;
var i1: 1..n1;p:extended;
begin p:=1; for i1:=1 to n1 do p:=p*(x-b1[i1]); func:=abs(p); end;
procedure min1 (var x: extended;var ee:longint);
begin min:=func(x); ee:=0; for i:=1 to mm do begin
x:=xk0+i*h0; if min > func(x) then begin min:=func(x); ee:=i; end;end;end;
procedure sort(var nn0:longint; var c: vect1; var e: vect2);
type vecc=array[0..4*n00] of longint;
var   ab:integer;     i,j,k,l,m,r,nm,p,n: longint;  e1, e2: vecc;
begin
p := trunc(ln(nn0)/ln(2)); if p<> ln(nn0)/ln(2) then p := p+1;
n := round(exp(p*ln(2)));
for l := 1 to n do if l<=nn0 then e[l] := l else ab:=1;
for r := 1 to p do begin m :=round(exp(r*ln(2))); nm:=n div m;
for k := 0 to nm-1 do begin
for l := 1 to m div 2 do begin
if (k * m + l > nn0) or (e[k * m + l]>nn0) then ab := l
else e1[l] := e[k * m + l];
if (k * m + m div 2+ l > nn0) or (e[k * m + m div 2+ l]>nn0) then ab := 1
else e2[l] := e[k * m + m div 2 + l] end;
i := 1; j := 0; while i + j <= m do begin
if i = m div 2 + 1 then ab := -1;
if j = m div 2 then ab := 1;
if (k * m + i > nn0) or (e[k * m + i]>nn0)
or (k * m + m div 2 + j > nn0-1) or (e[k * m + m div 2+ j]>nn0)
then ab:=1;
if (i <= m div 2) and (j <= m div 2 -1) and  (k * m + i<= nn0)
and (k * m + m div 2 + j <= nn0-1)
then if (e2[j + 1] > nn0) or (e1[i]> nn0) then ab := 1 else
begin if c[e2[j + 1]] - c[e1[i]]= 0 then ab := 0;



MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 6, 2020

92
TECHNICAL SCIENCES (05.02.02, 05.02.04, 05.02.07, 05.02.09, 05.02.10, 05.02.11, 

05.02.13, 05.02.18, 05.02.22, 05.13.06, 05.13.10, 05.13.11, 05.13.17, 05.13.18)

         if c[e2[j + 1]] - c[e1[i]]> 0 then ab := 1;
         if c[e2[j + 1]] - c[e1[i]]< 0 then ab := -1
end; if ab >= 0 then
begin  e[k * m + i + j] := e1[i]; i := i + 1  end
else begin  e[k * m + i + j] := e2[j + 1]; j := j + 1 end
end end end end;
begin
aaa:=1e62; nn0:=n00; hh:=nn0*h;
x0:=x00; for i:=1 to n1 do b1[i]:=b[i]; while x0 <= x11 do
begin for i:=1 to nn0 do begin  x:=x0+i*h; c[i]:=func(x); end;
sort(nn0, c, e); k:=1; while k<= nn0 do
begin for l := 1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k-l]) <= eps0/h then goto 22; xk:= x0+e[k]*h; 
eps1:=eps0; xk0:=xk-eps1; xk1:=xk+eps1; h0:=abs(2*eps1)/mm;
while abs(eps1) > eps do begin x:=xk0; min1(x,ee); eps1:=eps1/1.2;
xk0:=xk0+ee*h0-eps1; xk1:=xk0+ee*h0+eps1; h0:=abs(2*eps1)/mm; end;
if func(xk)= 0 then begin x:=xk; goto 21; end; x:=xk0+ee*h0+eps1;
for i:= 1 to 2 do begin z:=x+i*h; if  func(x) >= func(z) then goto 22; end;
for i:= 1 to 2 do begin z1:=x-i*h; if  func(x) >= func(z1) then goto 22; end;
if abs(aaa-x)<=1e-20 then goto 22;
21: writeln ('  ', x,'  ',func(x)); aaa:=x;
22: k:=k+1 end; x0:=x0 + hh end;
readln;
end.

Результат работы программы аналогичен примеру 3, с тем исключением, что среди 
идентифицированных есть корни, взаимно отделенные на 0.0001:

 4.000800000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.000700000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 …………………………………………………………..
 6.000100000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.000200000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 …………………………………………………………..
 1.900020000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.900030000000000E+0001 0.00000000000000E+0000

Поиск корней выполнялся на отрезке 
с границами x00=-15; x11=70;. Тот же ре-
зультат, но более медленно достигается, на-
пример, на отрезке x00=-70; x11=70;. 

От известных методов предложенный 
отличается [11] по построению, инвариант-
ным условиям применения и минимизаци-
ей погрешности. 

Необходимо отметить, что исходная 
сортировка подсчетом обладает макси-
мальным параллелизмом. Общая оценка 
времени для алгоритма с ее применением 
приводится непосредственно ниже. 

Временная сложность максимально па-
раллельной формы. Временная сложность 
алгоритма (условно – время) измеряется 
числом последовательных шагов его вы-
полнения. Для упрощения обозначений ис-
пользованный выше идентификатор длины 
массива nn0 при выполнении оценок вре-
менной сложности заменяется на n (n=nn0). 
Это обозначение не связано со степенью 
полинома (6). Как отмечалось, модифици-
рованная сортировка подсчетом обладает 
максимально параллельной формой. При 
любой длине входной последовательности 
n ее временная сложность оценивается как 

2( / 2) (1)T n O= , в скобках слева – число 
процессоров. Все сравнения условия лока-
лизации также взаимно независимы, значе-
ния данных для них готовы. Для одного k 
они могут выполняться синхронно за время 
O(1), с учетом (3) 2( / 2) (1)T k O= . Выпол-
нение этих условий взаимно независимо 
по 1, 2, ,k n=  . Для всего множества ин-
дексов k условия (3) реализуемы синхронно 
с оценкой 3( / 6) (1)T n O= . Поиск наимень-
шего значения в подпрограмме min1 мож-
но заменить сортировкой подсчетом (наи-
больший элемент в конце отсортированного 
массива, наименьший – в начале). В парал-
лельной форме преобразованная подпро-
грамма выполнима с оценкой O(1). Число 
шагов спуска от локализованного миниму-
ма с радиусом ε0 (eps0) к его приближению 
с заданной границей погрешности ε (в про-
грамме eps=1E-44;) определяется сужением 
радиуса локализации в d > 1 раз на шаге 
(значение d относительно близко к единице, 
в программе d = 1.2). Отсюда следует, что 

0 / rdε ≤ ε , где r – число шагов спуска. Тогда 
0logdr ε
ε≥ , и можно выбрать 0logdr ε

ε
 =   . 
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В результате временная сложность отдель-
но взятого параллельного спуска составит

 02( / 2) (log )dT m O ε
ε= .  (17)

С учетом того, что спуск формально 
может потребоваться для всех 1,k n∈ ,  
оценка (17) перейдет в оценку вида 

02( / 2) (log )dT n m O ε
ε× = . Максимальное 

число процессоров потребуется при выпол-
нении условий локализации одновременно 
по всем индексам отсортированных элемен-
тов. Поскольку сортировка, локализация 
и спуск выполняются последовательно друг 
за другом, то этого (максимального) числа 
процессоров достаточно для выполнения 
всех рассмотренных фрагментов иденти-
фикации. Таким образом, на текущем от-
резке длины hh максимально параллельная 
форма алгоритма идентификации всех ну-
лей полинома имеет временную сложность 

( )03( / 6) logdT n O ε
ε= . На всех этих отрезках 

выполнение алгоритма взаимно независимо 
и может производиться одновременно. Про-
верка условия экстремальности граничных 
значений выполнима синхронно по всем 
границам за единичное время (на отдель-
ном процессоре на каждой границе). Оста-
ется учесть число рассматриваемых от-
резков. Обозначая отрезок полного поиска 
[x00, x11], учитывая, что длина hh текущего 
отрезка определяется значением n×h, где 

в свою очередь 0

40
h

ε
= , искомое число мож-

но представить в виде: 11 00

0
40

x x
n
−

×
ε

. С та-

ким коэффициентом надо взять количество 
процессоров на отрезке полного поиска. 
Окончательно оценка временной сложно-
сти максимально параллельной формы по-

иска всех действительных нулей полинома 
примет вид

 ( )0211 00

0
20 .log

3 d
x x

T n O ε
ε

 −
× × = ε 

  (18)

Если параметры в правой части (17), 
(18) считать постоянными, то она имеет 
единичный порядок, в этом случае макси-
мально параллельное выполнение изложен-
ного алгоритма имеет порядок временной 

сложности 211 00

0
20 (1)

3
x x

T n O
 −

× × = ε 
.

От параллельных схем вычислитель-
ной линейной алгебры [12] предложенный 
метод отличается максимально параллель-
ной формой.

Идентификация области действитель-
ных корней полинома с действительными 
коэффициентами. Аналитические оценки 
границ области корней рассматриваются 
в дальнейшем, – они не всегда точны, как 
правило, не даются, если коэффициенты 
полинома априори неизвестны. Целесо-
образно уметь применять предложенный 
метод, когда область расположения корней 
неизвестна. В этом случае определение 
границ и структуры области можно выпол-
нить непосредственно с помощью програм-
мы, по которой идентифицируются корни. 
В частности, можно воспользоваться про-
граммой KORDEMINPOLsortnew приме-
ра 6. Нужно выбрать сравнительно большой 
радиус локализации и выполнить програм-
му без каких-либо других изменений на от-
резке большой длины, с границами, заведо-
мо включающими все искомые корни. Так, 
с радиусом локализации eps0=0.049 можно 
взять границы x00=-1000; x11=1000;. Ре-
зультатом работы программы для корней 
из раздела констант окажутся значения

 1.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00070000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 ……………………………………………………………
 2.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90002000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000

В качестве границ области корней [x00, 
x11] можно взять наименьшее и наибольшее 
из значений левой колонки с отступом eps0. 
Среди приближений корней есть показыва-
ющие структуру их взаимного расположе-
ния по значащим цифрам разрядов мантис-
сы. В любом случае в идентифицированных 
границах без опасения можно уменьшить 
радиус локализации до eps0=0.000049;. 

С исходными параметрами примера 6 в най-
денных границах программа без погрешно-
сти в формате представления данных опре-
делит все корни полинома.

Замечание 3. Описанное нахождение 
области корней опирается на следствие 
принципа максимума (минимума) модуля: 
модуль аналитической функции, отличной 
от константы и не обращающейся в ноль 
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внутри области аналитичности, не может 
иметь локальных минимумов внутри этой 
области. Полином аналитичен и не обра-
щается в ноль всюду вне области корней, 
поэтому локальных минимумов модуля вне 
области корней он не имеет. Кроме того, 
модуль полинома монотонно растет при 
удалении от границ этой области. Поэтому 
если в рассмотренной программе взять за-
ведомо далекие от области корней границы, 
а радиус локализации относительно малым, 
то программа с необходимостью определит 
минимумы из области корней с точностью 
до радиуса локализации. Можно организо-
вать итерации, на каждой из которых гра-
ницы расширяются, а радиус локализации 
одновременно уменьшается в заданной 
пропорции, – процесс программной иден-
тификации необходимо сойдется к области 
корней. С отступом на значение радиуса 
от наименьшего и наибольшего из корней 
получатся границы области. При неудачном 
выборе начальных границ и недостаточно 
малом радиусе локализации программа мо-
жет не найти минимумов (они отфильтру-
ются меньшими значениями внутри или вне 
области). Этого не произойдет, если сам ра-
диус заведомо меньше половины диаметра 
области корней, а начальные границы будут 
отстоять от всех корней на расстояние мно-
гих радиусов. В этом случае программа ло-
кализует минимум модуля полинома и вы-
полнит спуск к локализованному значению 
тогда и только тогда, когда в окрестность 
локализации попал корень этого полинома. 
При этом наименьшее и наибольшее из при-

ближений корней с точностью до радиуса 
определяют границы области всех корней 
полинома. 

Найденные границы могут оказаться 
грубыми при выборе большого радиуса ло-
кализации (большой радиус нужен, чтобы 
сократить длительность процесса иденти-
фикации): в окрестности данного радиу-
са возможна фильтрация левосторонних 
и правосторонних корней. Требуемая алго-
ритмизация состоит в поэтапном уточне-
нии границ посредством уменьшения ра-
диуса локализации. Если при уменьшении 
радиуса результат работы программы крат-
но повторяется, то границы области кор-
ней определены окончательно. Так, в рас-
смотренном примере те же границы будут 
идентифицированы на [–100, 200] с ради-
усом eps0=0.0049 и на [–10, 50] с радиусом 
eps0=0.00049. Естественно перейти к окон-
чательной идентификации с заведомо малым 
радиусом eps0=0.000049, что повлечет совпа-
дение числа различных корней со степенью 
полинома. Это завершит процесс поиска.

Замечание 4. В рассмотренных приме-
рах все корни полиномов были различны-
ми. Всюду в дальнейшем, пока не огово-
рено иное, также предполагается, что все 
корни полинома различны, их количество 
равно степени полинома. Случай кратных 
корней будет рассмотрен в продолжении из-
лагаемой работы. 

Данным способом границы области кор-
ней идентифицируются при любом разбросе 
корней на действительной оси. Например, 
можно взять корни в последовательности

b: array [1..n1] of extended = (-100, 2, 3, 4.0007, 4.0008, 5, 6.0001, 6.0002, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19.0003, 19.0002, 210, 210.0001, 22, 23);

При выборе параметров
eps=1E-44; eps0=0.049; h=eps0/33; n00=1512; mm=4; x00=-1000; x11=2000;

программа даст следующий результат:

 -1.00000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000
 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00070000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 ……………………………………………………………
 2.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.10000100000000E+0002 0.00000000000000E+0000
 2.10000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000

Далее в границах x00=-110; x11=220; 
можно непосредственно выполнить пра-
вильную идентификацию всех корней, 
взяв eps0=0.000049. Как отмечалось, спо-
соб дает структуру расположения корней. 
Можно выделить отрезки, которые содер-
жат сгруппированные корни и находятся 

на сравнительно большом взаимном удале-
нии: x00=-110; x11=-90; x00=-10; x11=50; 
и x00=190; x11=220;. На каждом из таких 
отрезков можно повторить работу програм-
мы при eps0=0.000049. Это даст правиль-
ный результат за меньшее время, чем при 
идентификации в общих границах.
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Инвариантным и полностью автомати-
зируемым представляется следующее видо-
изменение только что изложенного спосо-
ба. Вся полная программа идентификации 
корней полинома преобразуется в процеду-
ру (в примере ниже: ident(x00,x11,eps0, h)).  
Границы области поиска и радиус лока-
лизации делаются переменными и ста-
новятся парметрами процедуры. На от-
резке с начальными границами, заведомо 
включающими область корней (в приме-
ре ниже x00:=-320; x11:=320;), с первич-
ным радиусом локализации eps0 (в при-
мере ниже eps0:=0.00049), позволяющим 
идентифицировать область, выполняются 
приближения корней. Приближения ока-
жутся взаимно отделенными на величину 
не менее двух радиусов (одного диаметра). 

На выходе процедуры приближения кор-
ней запоминаются как элементы массива 
(rex[kk]:=x;). Затем в цикле по числу эле-
ментов этого массива, в окрестности диа-
метра 2eps0 каждого приближения корня, 
повторяется обращение к той же процеду-
ре с новым радиусом локализации, заведо-
мо меньшим половины расстояния между 
ближайшими искомыми корнями (в приме-
ре взято eps0/10). В результате правильно 
определятся все корни, включая отделен-
ные на уменьшенный двойной радиус ло-
кализации (eps0/10).

Пример 7. Ниже реализовано только 
что описанное видоизменение программы. 
С помощью видоизмененной программы 
находятся все корни полинома 26-й степени, 
заданные в разделе констант массивом b:

program ITERPROCEDURE;
{$APPTYPE CONSOLE}
uses
  SysUtils;
const n1=26;
b: array [1..n1] of extended = (-100, 2, 3, 4.0007, 4.0008, 5, 6.0001, 6.0002, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19.0003, 19.0002, 210, 210.0001, 22, 23);
eps=1E-44; n00=1512; mm=4;
type vect1=array [0..4*n00] of extended; vect2=array [0..4*n00] of longint; vec=array [0..n1] of extended;
var i,j,k,l,ee,nn0,kk,kk1: longint; a,c: vect1; e: vect2; b1:vec; rex:vect1;
aaa,x,x0,x1,xk,xk0,xk1,h0,min,eps1,hh,z,z1,x00,x11,eps0,h,eps00: extended;
procedure sort(var nn0:longint; var c: vect1; var e: vect2);
{процедура сортировки слиянием без изменения скопирована
из программы KORDEMINPOLsortnew примера 6}
procedure ident (var x00,x11,eps0, h: extended);
label 21, 22;
function func (var x: extended): extended;
var i1: 1..n1;p:extended;
begin p:=1; for i1:=1 to n1 do p:=p*(x-b1[i1]); func:=abs(p); end;
procedure min1 (var x: extended;var ee:longint);
begin min:=func(x); ee:=0; for i:=1 to mm do begin
x:=xk0+i*h0; if min > func(x) then begin min:=func(x); ee:=i; end;end;end;
begin
aaa:=1e62;nn0:=n00; hh:=nn0*h;kk:=0;
x0:=x00; for i:=1 to n1 do b1[i]:=b[i];
while x0 <= x11 do
begin
for i:=1 to nn0 do begin  x:=x0+i*h; c[i]:=func(x); end;
sort(nn0, c, e); k:=1; while k<= nn0 do
begin
for l := 1 to k-1 do if abs(e[k]-e[k-l]) <= eps0/h then goto 22; xk:= x0+e[k]*h; 
eps1:=eps0; xk0:=xk-eps1; xk1:=xk+eps1; h0:=abs(2*eps1)/mm;
while abs(eps1) > eps do
begin x:=xk0; min1(x,ee); eps1:=eps1/1.2; xk0:=xk0+ee*h0-eps1; xk1:=xk0+ee*h0+eps1;
h0:=abs(2*eps1)/mm; end; if func(xk)= 0 then begin x:=xk; goto 21; end; x:=xk0+ee*h0+eps1;
for i:= 1 to 2 do begin z:=x+i*h; if  func(x) >= func(z) then goto 22; end;
for i:= 1 to 2 do begin z1:=x-i*h; if  func(x) >= func(z1) then goto 22; end;
if abs(aaa-x)<=1e-20 then goto 22;
21: writeln ('  ', x,'  ', func(x)); aaa:=x;
kk:=kk+1; rex[kk]:=x;
22: k:=k+1 end; x0:=x0 + hh end;
end;
begin
writeln (' ':12,'Приближения корней'); writeln; writeln;
x00:=-320; x11:=320; eps0:=0.00049; h:=eps0/43; eps00:=eps0;
ident(x00,x11,eps0, h); writeln; writeln; writeln;
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writeln (' ':12,'Уточнения корней'); writeln; writeln;
eps0:=eps0/10; h:=eps0/43;
For kk1:=1 to kk do
begin x00:=rex[kk1]-eps00; x11:=rex[kk1]+eps00; ident(x00,x11,eps0, h); end;
readln;
end.

Результат работы программы:
                  Приближения корней
 -1.00000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00070000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 5.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.00010000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 7.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 8.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 9.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 1.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.40000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.50000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.60000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.70000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.80000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90003000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.10000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000
                    Уточнения корней
 -1.00000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000
 2.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 3.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00070000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 4.00080000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 5.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.00010000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 6.00020000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 7.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 8.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 9.00000000000000E+0000 0.00000000000000E+0000
 1.00000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.10000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.40000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.50000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.60000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.70000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.80000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90003000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 1.90002000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.20000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.30000000000000E+0001 0.00000000000000E+0000
 2.10000000000000E+0002 0.00000000000000E+0000
 2.10000100000000E+0002 0.00000000000000E+0000

Программа даст правильный результат 
при любом первичном радиусе локали-
зации от 0.49 до «сколь угодно» малого, 
но при этом может нарушаться порядок 
вывода данных, или программа замед-
лится. Отступ в обе стороны от первич-

но идентифицированных корней всегда 
должен выполняться на первичный ра-
диус. Вторичный радиус локализации 
можно взять «произвольно» меньшим 
eps0/10 (=0.000049), но это замедлит вы-
полнение программы.
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При соответственных параметрах про-
грамма примера 7 инвариантно иденти-
фицирует область корней, сами корни 
полинома, может использоваться для их 
уточнения. Аналог программы применим 
для идентификации всех нулей и локаль-
ных экстремумов функции одной пере-
менной в произвольной области. В этом 
легко убедиться, задав на входе программы  
ITERPROCEDURE функцию, в частности 
из числа приведенных выше, скорректиро-
вав при необходимости условия приближе-
ния к нулю, указав соответствующие пара-
метры и область поиска. 

Заключение
Изложено инвариантное построе-

ние программ для нахождения всех нулей 
и экстремумов функций одной перемен-
ной в произвольных границах области их 
расположения без локализации началь-
ных приближений. Построение основано 
на устойчивых адресных сортировках и по-
зволяет идентифицировать искомые вели-
чины с точностью до формата представле-
ния данных, что наряду с преобразованием 
к максимально параллельной форме состав-
ляет отличие предложенного метода от из-
вестных [11–13]. Метод распространяется 
на обработку сигналов, изображений, вре-
менных рядов, на информационный поиск. 
В частности, применение к распознаванию 
изображений отражено в [14], определе-
ние экстремальных признаков тенденций 
на графиках валютных котировок – в [15]. 
Используемые сортировки параллельны, 
на этой основе предложенные алгоритмы 
преобразуется к максимально параллель-
ной форме.
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