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В работе определяются основные математические соотношения для применения в алгоритме обобще-
ния нечетких множеств, заданных на различных несущих множествах, нелинейных функций. При этом рас-
сматриваются только нечеткие функции принадлежности, удовлетворяющие условиям непрерывности и мо-
нотонности на интервале. Процесс обобщения рассматривается в первую очередь с точки зрения конечного, 
получаемого значения, которое зависит от процедуры дефаззификации. Для алгоритмов левого и правого 
модального значения получаемый результат фактически не зависит от формы функции принадлежности. 
Предложен алгоритм, который позволяет дефаззифицировать нечеткую функцию с помощью различных зна-
чений α-уровня. Для других алгоритмов дефаззификации нечеткой функции необходимо работать непосред-
ственно с функцией принадлежности. Алгоритмы центра тяжести и медианы требуют выпуклости функции 
принадлежности нечеткой функции. Для решения данной проблемы предложено использовать дифференци-
ал функции принадлежности монотонной нечеткой функции. Предложен подход, позволяющий путем опре-
деления обратной функции и аппроксимации ее при обобщении определять различные значения функции 
принадлежности обобщенной нечеткой функции. При аппроксимации кусочно-линейными функциями есть 
возможность работать с недифференцируемыми монотонными функциями принадлежности. Описан алго-
ритм, позволяющий выполнить необходимые вычисления на компьютере. Для описания примера работы 
предлагаемых методов рассматривалась проблема назначения работников по задачам наукоемкого проекта.
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The paper determines the basic mathematical relations for application in the generalization algorithm of fuzzy sets 
given on different bearing sets, nonlinear functions. In this case, only fuzzy membership functions are considered that 
satisfy the conditions of continuity and monotonicity on the interval. The generalization process is considered primar-
ily from the point of view of the final, obtained value, which depends on the defuzzification procedure. For algorithms 
of the left and right modal values, the result obtained is actually independent of the form of the membership function. 
An algorithm is proposed that allows you to defuzzify a fuzzy function using various values ​​of the α-level. For other 
fuzzy function defuzzification algorithms, it is necessary to work directly with the membership function. Algorithms 
of the center of gravity and median require the convexity of the membership function of a fuzzy function. To solve this 
problem, it is proposed to use the differential of the membership function of a monotonic fuzzy function. An approach 
is proposed that allows one to determine various values ​​of the membership function of a generalized fuzzy function 
by determining the inverse function and approximating it during generalization. When approximating piecewise linear 
functions, it is possible to work with non-differentiable monotonic membership functions. An algorithm is described 
that allows you to perform the necessary calculations on a computer. To describe an example of the work of the pro-
posed methods, the problem of appointing workers for the tasks of a high-tech project was considered. 
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В работе рассматривается задача вы-
бора рационального распределения работ-
ников на задачи наукоемкого проекта для 
осуществления фундаментальных и  при-
кладных разработок. Для задания времени 
выполнения работником конкретной задачи 
предлагается применять нечеткие множе-
ства  [1, 2]. При этом возникает множество 
трудностей: задать нечеткие множества, 
учитывать одновременную работу несколь-
ких сотрудников над одной задачей, опре-
делиться с  правилами дефаззификации. 
Рассмотрим проблему определения резуль-
тирующего нечеткого множества «выпол-

нение задачи» при назначении на нее не-
скольких работников. Каждый работник, 
назначенный на данную задачу, имеет не-
четкое множество «выполнение задачи од-
ним конкретным работником». Нечеткое 
множество задано функцией принадлежно-
сти времени выполнения задачи, показыва-
ющей, сколько времени необходимо работ-
нику для выполнения работы с  различной 
его уверенностью [3, 4]. Так, границы этого 
множества задаются путем опроса работни-
ка и  определения оптимистичного, песси-
мистичного и  матожидаемого времени вы-
полнения работы конкретным работником. 
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В статье [5] предложен алгоритм обоб-
щения нечетких множеств, заданных на раз-
личных несущих множествах, при условии 
монотонности, непрерывности функции 
принадлежности выполнения задачи работ-
ником. Но в  ней рассматриваются только 
функции принадлежности, заданные в виде 
кусочной линейной функции. 

Целью данной работы является рассмо-
трение возможности применения других 
функций принадлежности, обладающих 
свойствами непрерывности и  монотонно-
сти, для задания нечетких множеств «выпол-
нении задачи работником». Основной идеей 
предложенного алгоритма обобщения не-
четких множеств является поиск значений 
аргументов всех функций принадлежности 
нечетких множеств при одном и том же зна-
чении функции принадлежности. 
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где μi1,j, μi2,j и μj – функции принадлежности 
времени (производительности) выполнения 

работы j работниками i1, i2 и результирую-
щее соответственно; а pi,j и pj значение вре-
мени выполнения работы j (производитель-
ности работника).

Материалы и методы исследования

В случае кусочно-линейных функций 
принадлежности данный поиск сводится 
к циклическому поиску значений аргумен-
тов функций для каждой точки перегиба, 
так как монотонность и  линейность всех 
функций принадлежности между точками 
перегиба позволяет судить о линейном ха-
рактере и обобщенной функции принадлеж-
ности. В результате вместо функций можно 
хранить только множество точек, содержа-
щих значения времени (t) и  соответствую-
щего значения функции принадлежности 
(ν): , , , , ,( ; ) (1.. )i j k i j k i jt k sν ∈ , где si,j  – количе-
ство точек перегиба функции принадлеж-
ности нечеткой функции «выполнение i-м 
работником j-й задачи». В результате фор-
мулы вычисления обобщенной функции 
принадлежности примут вид
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где i  – номер работника; j  – номер задачи; 
k – номер точки для функции; νi,j,k – k-я точка 
функции принадлежности нечеткой функции 
«выполнение задачи работником» для i-го 
работника, j-й задачи от времени; μi,j,k – k-я 
точка функции принадлежности нечеткой 
функции «выполнение задачи работником» 
для i-го работника, j-й задачи от производи-
тельности; ti,j,k – k-е значение времени для i-го 
работника, j-й задачи; pi,j,k – k-е значение про-
изводительности для i-го работника, j-й зада-
чи; μj,s – s-я точка функции принадлежности 
нечеткой функции «выполнение задачи» для 
j-й задачи от производительности; νj,s  – s-я 
точка функции принадлежности нечеткой 

функции «выполнение задачи» для j-й зада-
чи от времени; tj,s – s-е значение времени для 
j-й задачи; pj,s – s-е значение производитель-
ности для j-й задачи.

Для других монотонных, непрерывных 
функций правила вычисления обобщенной 
функции принадлежности (1, 2) будут ана-
логичными. Задача сводится к поиску зна-
чений аргумента функции принадлежности 
для каждого значения функции принадлеж-
ности. В данном случае также подойдет 
алгоритм прохождения по точкам измене-
ния графика функции принадлежности (s), 
так как между этими интервалами формула 
обобщенной функции хоть и останется не-
определенной, но уравнение функции изме-
няться не будет. В данном случае основным 
вопросом является определение уравнения 
обобщенной функции принадлежности. 
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Функции могут принимать вид, отличный 
от линейного, и при этом быть непрерывны-
ми на ограниченном участке и монотонны-
ми, например обратно-пропорциональная, 
квадратичная, степенная, показательная 
или логарифмическая. Даже тригонометри-
ческие функции на ограниченном участке 
могут обладать свойством монотонности. 

Применение кусочных функций принад-
лежности, кроме своей вычислительной про-
стоты, обусловлено также и правилами зада-
ния функции принадлежности. В статье [5] 
четко определены правила задания функции 
принадлежности для случая кусочно-ли-
нейной функции путем опроса работника 
по различным временам выполнения рабо-
ты. Но данный подход не учитывает историю 
подобных обращений к  работнику, склонен 
ли он завышать или занижать граничные 
оценки, предпочитает ли он перестраховать-
ся, искусственно растянув интервал, или же, 
наоборот, излишне самоуверен. Можно от-
метить, что в  реальных условиях задержка 
в сроках выполнения задачи может быть не-
равномерной, например, когда время прибли-
жается к планируемому или же больше его, 
производительность работника резко увели-
чивается, т.е. характер функции принадлеж-
ности ближе к показательной функции.

Для задания такой функции двух гра-
ничных точек будет недостаточно. Для этого 
требуется перечислить возможные с  точки 
зрения программной реализации виды функ-
ций. Для определения конкретной функции 
в программной реализации алгоритма созда-
ется динамический массив, в  котором хра-
нится тип функции, а также параметры дан-
ной функции (ti,j,k; νi,j,k; fi,j,k) (t)).

В результате алгоритм вычисления функ-
ции принадлежности с  насыщением нечет-
кой функции «общей» производительности 
при выполнении выбранной задачи [6] особо 
не поменяется. Изменения коснутся только 
шагов по ветке «нет» для условия «Значе-
ния функции принадлежности одинаковы?». 
Вместо вычисления параметров прямой не-
обходимо подставить в  соответствующую 
функцию значения параметров функции 
и значение функции принадлежности. 

При вычислениях (1, 2) необходимо 
определить для заданного значения функции 
принадлежности значение производительно-
сти. Так как значение функции принадлеж-
ности является ординатой, то необходимо ис-
пользовать заранее вычисленную обратную 
функцию. Данный подход не всегда возмо-
жен, так как у некоторых функций, например 
параболы, достаточно сложные обратные 
функции, к тому же имеющие несколько зна-
чений абсциссы. В этом случае на сложную 
аналитическую функцию необходимо на-

ложить ограничения, которые оставят одно 
решение. Данную задачу придется решать 
до самих вычислений «общих» функций, 
при формировании исходных функций при-
надлежности времени выполнения работ-
ником задачи и их параметров. В результате 
алгоритм останется неизменным.

Результаты исследования  
и их обсуждение

На сложность вычисления результи-
рующей функции, полученной из обобще-
ния нелинейных «четких» функций при-
надлежности нечеткой функции «общей» 
производительности, влияет цель поиска 
данных функций. В случае решения зада-
чи назначения работников конечной целью 
алгоритма поиска нечеткой функции «вы-
полнения задачи» является вычисление 
параметра, по которому будет определять-
ся критерий оценки времени выполнения 
всех задач. При такой постановке задачи 
после получения нечеткой функции «вы-
полнения работы» необходимо провести ее 
дефаззификацию [7].

Самый простой способ дефаззифици-
ровать нечеткую функцию времени выпол-
нения работы – метод правого модального 
значения. Данный метод применяют для 
выпуклых «четких» функций принадлежно-
сти. В случае если функция принадлежно-
сти монотонна и непрерывна, предлагается 
использовать значение времени, при кото-
ром работа точно будет выполнена, т.е. ми-
нимальное значение времени, при котором 
«четкая» функция принадлежности време-
ни выполнения задачи примет значение рав-
ное 1. Эта точка в любом случае будет полу-
чена в результате вычисления обобщенной 
функции. В таком случае характер функции 
принадлежности роли не играет и  может 
вообще не рассматриваться. Подобным об-
разом можно использовать и  метод левого 
модального значения, который будет рас-
сматривать самые оптимистичные сроки 
выполнения всех задач.

Другим возможным методом дефаз-
зификации является разложение нечетко-
го множества на обычные множества при 
помощи α-уровня. Для этого необходимо 
определить значение уровня из интервала 
(0;  1). Этот уровень показывает значение 
времени выполнения задачи, при значении 
функции принадлежности равной значению 
α. Физический смысл такого уровня можно 
объяснить следующим образом: причиной, 
по которой значение функции принадлеж-
ности не равно 0, является надежда работ-
ников успеть полностью выполнить задачу 
при условии, что у них не возникнет непред-
виденных трудностей при ее выполнении. 
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В случае же возникновения некоторых труд-
ностей можно с  уверенностью предпола-
гать, что к данному моменту времени задача 
будет выполнена не в  полном объеме или 
не должного качества, но будет близка к за-
вершению. Например, при разработке про-
граммного продукта возможно получение 
ранней, частично рабочей версии. В резуль-
тате в  процессе дефаззификации возможно 
вычисление нескольких различных значений 
времени выполнения работы, предположи-
тельно находящейся на различных стадиях 
ее завершения. Для вычисления α-уровня не-
обходимо для каждой обобщенной нечеткой 
функции добавить точку соответствующую 
значению α для функции принадлежности. 
В алгоритме, изображенном на рис. 1, необ-
ходимо добавить значение α-уровня в массив 
точек перед проведением процедуры упоря-
дочивания массива точек.

Другие способы дефаззификации не мо-
гут быть применены на предложенных «чет-
ких» функциях принадлежности, для кото-
рых выполняются условия непрерывности 
и монотонности даже при условии задания 
их в виде кусочно-линейных функций. Для 
расширения возможностей дефаззифика-
ции предлагается вычислить производную 
функции принадлежности:

	
( )

( ) .j
j

d t
t

dt
ν

ϕ =  	 (9)

Полученная функция может быть рас-
смотрена как нечеткая функция «время вы-
полнения задачи». Данная функция обладает 
свойствами непрерывности и в предельных 
значениях имеет значение функции принад-
лежности равное 0. Для подобных функций 
возможно применение других классических 
методов дефаззификации: метод максимума 
функции принадлежности, метод центра 
тяжести, метод медианы, метод центра мак-
симума и т.д. Данные методы требуют зна-
ния функции для вычисления различных ее 
характеристик. В случае кусочно-линейных 
функций для определения значения произ-
водной необходимо вычислить только угол 
наклона прямой. Для нелинейных функций 
вычисление производной, в  рамках про-
граммной реализации, затруднено. При 
этом следует отметить, что в большинстве 
случаев в результате процедуры обобщения 
вычисление самой нелинейной функции 
в  аналитическом виде нереализуемо, тем 
более вычисление ее производной. 

В результате наиболее рациональным 
подходом к  использованию нелинейных 
функций при «сложных» методах дефаззи-
фикации является численное вычисление раз-
личных точек функций. Наиболее простым 

подходом является аппроксимация нелиней-
ной функции методом трапеций в процессе их 
обобщения. Для этого необходимо в алгорит-
ме (рис. 1) в случае обнаружения нелинейно-
сти обобщенной функции добавить точки для 
функции принадлежности с  небольшим ша-
гом для вычисления значений в этих точках. 
При этом следует помнить, что точки опре-
деляются не значением производительности 
(абсциссы), а значением функции принадлеж-
ности (ординаты), которая принимает значе-
ния в интервале [0; 1]. Далее в алгоритме для 
каждого значения функции принадлежности 
будет вычислено значение «общей» произво-
дительности, которое позже будет преобразо-
вано в  значение времени. После получения 
обобщенной нечеткой функции «выполнение 
задачи» можно переходить к вычислению не-
четкой функции «время выполнения задачи» 
и  далее применять алгоритмы дефаззифи-
кации. В результате алгоритм примет вид, 
представленный на рис. 2. При этом непо-
средственный поиск производной будет про-
изводиться в алгоритме дефаззификации.

Рассмотрим процесс вычисления наи-
более распространенных методов дефаз-
зификации при использовании произво-
дной функции:

1. Метод центра тяжести. Применение 
этого метода предусматривает вычисление 
параметра нечеткой функции по формуле

	
( )

.
( )

j
j

j

t t dt
y

t dt

ϕ
=

ϕ
∫
∫

 	 (10)

Учитывая, что ( ) 1jt dtϕ =∫ , вычисления 
центра тяжести сводятся к  поиску средне-
арифметического значения кусочно-линей-
ной функции ( ) jtϕ . 

	 ( ) . j i i j
i

y t t= ϕ∑  	 (11)

2. Метод максимума функции принад- 
лежности.
	 : ( ) max( ( ) ) .j i i j jy t t t= ϕ = ϕ  	 (12)

3. Метод медианы. Данный метод мо-
жет дать как некоторое приблизительное 
значение, так и  точное. Для точного зна-
чения необходимо на участке нахождения 
значения провести вычисление уравнения 
прямой с  последующим вычислением зна-
чения точки.

	 : ( ) ( ) .
i i

j i j j
t t t t

y t t t
< >

= ϕ = ϕ∑ ∑  	 (13)

В общем виде алгоритм дефаззифика-
ции представлен на рис. 2.
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Рис. 1. Алгоритм обобщения функций принадлежности, в том числе и нелинейных,  
для нечетких функций

Выводы
Необходимость проводить обобщение 

нечетких функций с нелинейными функция-
ми принадлежности определяется в первую 
очередь алгоритмом дефаззификации. Для 
алгоритмов дефаззификации, работающих 
с одним значением функции принадлежно-

сти, например левого и правого модального 
значения, α-уровня, необходимо вычислить 
только одно значение, и форма нелинейной 
функции принадлежности неважна. Такие 
алгоритмы практически ничем не отлича-
ются от алгоритмов обобщения кусочно-ли-
нейных функций принадлежности. 
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Рис. 2. Алгоритм дефаззификации нечетких функций

Для более сложных алгоритмов дефаз-
зификации необходимо определить нели-
нейную функцию принадлежности, что 
практически невозможно. В данном случае 
предлагается сначала вычислить обратную 
нелинейную функцию для использования 
в  качестве аргумента значения функции 
принадлежности и  аппроксимировать эту 
функцию кусочно-линейной.
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