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В работе предложена математическая модель полной диаграммы деформирования шлакобетона при 

трехточечном изгибе на основе одного параметра (максимальное значение силы), благодаря которой можно 
прогнозировать разрушение материала при известном модуле упругости. Предложены формулы математи-
ческих моделей деформирования и прогнозирования разрушения при неупругом трехточечном изгибе упру-
го-пластического материала на примере шлакобетонного образца с  использованием минимального числа 
входящих в них экспериментальных параметров. Показаны опыты, в результате которых можно наблюдать 
динамическое движение магистральной трещины, что сказывается на характере деформирования реально-
го образца из мелкозернистого шлакобетона, а также представлено математическое прогнозирование раз-
рушения материала. Приведена экспериментальная диаграмма деформирования прямоугольного образца 
из мелкозернистого шлакобетона. На основании экспериментальных данных предложена зависимость для 
коэффициента, показывающего величину снижения действующей внешней нагрузки из-за динамического 
разрушения сечения элемента в нижней растянутой зоне на нисходящей ветви, начиная с величины макси-
мального прогиба. Предложенная математическая модель с использованием известного начального модуля 
упругости материала позволяет исключить проведение сложных равновесных опытов, связанных с постоян-
ной регистрацией прогибов на каждой ступени нагружения, и способна моделировать работу материала на 
любой стадии нагружения, вплоть до разрушения. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE FULL DIAGRAM OF DEFORMATION  
OF SLAG CONCRETE IN THREE-POINT BEND
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A mathematical model is proposed that depends on two parameters (the maximum value of the force and 

the corresponding deflection) due to which it is possible to predict the destruction of the material, the diagram of 
deformation of the material during bending through one parameter (maximum value of the load), with the known 
modulus of elasticity. The formulas of mathematical models of deformation and fracture prediction during plastic 
and inelastic three-point bending of an elastic-plastic material are obtained using the example of a cinder-concrete 
sample using the minimum number of experimental parameters included in them. Experiments are shown, as a result 
of which the dynamic movement of the main crack can be observed, which affects the nature of the deformation of 
a real specimen of fine-grained slag concrete, and a mathematical prediction of fracture of the material is presented. 
Based on the experimental data, a dependence is proposed for a coefficient showing the decrease in the effective 
external load due to the dynamic destruction of the section of the element in the lower stretched zone on the 
descending branch, starting from the magnitude of the deflection. The results obtained make it possible to exclude 
complex equilibrium experiments related to the constant recording of deflections at each loading stage, and are able 
to simulate the work of the material at any loading stage, up to failure.
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Для отображения в полной мере реаль-
ных физических процессов накопления по-
вреждений в  материале при механических 
испытаниях рекомендуется использовать 
полностью равновесные диаграммы дефор-
мирования (ПРДД), полученные при испы-
таниях на изгиб [1].

Цель исследования: предложить ма-
тематическую модель описания полной 
равновесной диаграммы деформирования, 
применение которой поможет исключить 
проведение сложных равновесных опытов. 

Образцы из шлакобетона, испытание 
на изгиб.

Так как для определения характеристик 
трещиностойкости бетона (вязкости раз-

рушения) при статическом нагружении ис-
пользуют диаграмму «нагрузка  – прогиб» 
(«F  – f») [1], равно как и  диаграмму «на-
пряжения  – относительные деформации» 
(«s – e») в теории бетонных и железобетон-
ных конструкций [2–4], разработка мето-
дов их математического описания является 
по-прежнему актуальной задачей механики 
твердого тела, в частности механики строи-
тельных композиционных материалов. При 
множестве предложенных зависимостей 
проблема здесь заключается к  сведению 
к минимуму параметров уравнений.

Для математического описания зависи-
мости приложенной нагрузки (F) от проги-
ба (f) при трехточечном изгибе примем в ка-
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честве характерных параметров диаграммы 
«F – f» следующие параметры (рис. 1): угол 
наклона восходящей ветки диаграммы к оси 
абсцисс α (tg α = 0,6Fc/f1), точка 1 окончания 
прямолинейного участка восходящей ветки, 
точка 2 вершины кривой деформирования, 
точка 3 перегиба ниспадающей ветви диа-
граммы и точка 4 дефрагментации образца.

Предлагается математическое описание 
диаграммы «F – f» в следующем виде:

	 F(f) = AfB∙eCf,	 (1)

в котором А, В и С – параметры кривой де-
формирования

Параметры А, В и С уравнения (1) на-
ходим исходя из физических и геометриче-
ских соображений, а также на основе полу-
ченных экспериментальных данных

Будем считать, что отрезок изменения 
величины прогиба f от точки f = 0 к  точке 
fc, в которой функция F(f) получает макси-
мальное значение, отвечает почти линейно-
му закону изменения усилия F от прогиба f.

Учитывая это, примем, что параметр A 
является известным. В первом приближе-
нии он будет равен значению производной 
от функции F(f) по параметру f в некоторой 
точке промежутка прямолинейного измене-
ния усилий F. Следовательно,

	  dFA f f
df

= = ,	 (2)

т.е. параметр А будет равен тангенсу угла 
наклона восходящей ветки диаграммы в об-
ласти упругих деформаций к оси Of систе-
мы координат FOf.

Вычислим производную:

	

( )1

( )

B Cf

B Cf

dF Af e B Cf
df

B Cf B CfAf e F f
f f

−= = ⋅ ⋅ + =

+ +⋅ ⋅ = ⋅ ,	 (3)

которая равна нулю при c
Bf
C

= − .

Тогда ( )
B

B
c c

BF F f A e
C

− = = ⋅ ⋅−    или 
B

c
c

fF A
e

 = ⋅    , и отсюда следует,что

	 .
B

c
c

e
A F

f
 

= ⋅   
 	 (4)

Для упругого материала можно допу-
стить, что 

	 .c

c

F
A

f
=  	 (5)

Из отношений (4) и (5) определим пара-

метр B из равенства 
B

c
c

cc

eF
F

ff
 

= ⋅   
, откуда 

ln (ln 1)
B

c
c c c

f
f f B f

e
 = → = ⋅ −    

и 

	
ln

.
ln 1

c

c

f
B

f
=

−
 	 (6)

Рис. 1. Параметрические точки диаграммы «нагрузка – прогиб»
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Тогда из соотношения c
Bf
C

= −  находим 

	
ln1 .

ln 1
c

c c

f
C

f f
= − ⋅

−  	 (7)

После постановки параметров  А, 
В и С в соотношении (1) получаем

	 ( )
ln ln1

ln 1 ln 1 .
c c

c c c

f f
f

f f fc

c

F
F f f e

f

   
− ⋅ ⋅   − −   = ⋅  	 (8)

В качестве примера возьмем следу-
ющие данные: Fc = 3500 Н, fc = 0,09 мм, 
при которых искомые параметры диаграм- 
мы деформирования принимают значения  
А = 38,9* 103 Н/мм, В = 0,71 и С = –7,851 м-1. 

С их использованием по формуле (1) 
с  учётом экспериментальных значений Fc 
и fС по формуле (8) на рис. 3 построена пол-
ная диаграмма «F – f».

Использование диаграмм деформиро-
вания ПРДД для расчета железобетонных 
конструкций на основе отходов различных 
отраслей промышленности и  местных за-
полнителей, в частности – шлакобетона, по-
лучаемого на основе шлаковой пемзы [5, 6], 
является также актуальной задачей.

Однако, как показали опыты, диаграм-
ма деформирования, описываемая форму-
лой (1) для упруго-пластичного материала 
(рис. 2), отличается от реальной диаграммы 
на нисходящей ветви при испытании шла-

кобетонного образца. Это объясняется тем, 
что после достижения нагрузкой своей мак-
симальной величины происходит лавинное 
трещинообразование (в нашем случае – на-
чало и дальнейшее динамическое движение 
магистральной трещины).

В таблице приведены сравнительные 
значения параметрических точек ПРДД, по-
лученных по формуле (8) и из эксперимен-
тальной диаграммы деформирования пря-
моугольного образца из мелкозернистого 
шлакобетона возрастом 714 суток, призмен-
ная прочность – 45 МПа, прочность при из-
гибе – 10,42 МПа (серия ОА-0-0-6(10-12-02) 
с размерами поперечного сечения 40х40 мм, 
длина пролета L = 150 мм, момент инерции 
I = 213333,33 мм4).

Как видно из таблицы, на нисходящем 
участке наблюдается расхождение опытных 
и теоретических (8) значений приложенной 
нагрузки, поэтому необходимо внести кор-
ректировку в формулу(8) с учетом динами-
ческого движения магистральной трещины. 

При расчете железобетонных конструк-
ций по деформациям на основе нелинейной 
деформационной модели (НДМ) исполь-
зуется модуль деформаций (секущий или 
касательный), который, в  отличие от на-
чального модуля упругости (Еb  – постоян-
ная величина), с  возрастанием величины 
и длительности действия нагрузки меняет-
ся по величине и, падая, стремится к нулю, 
а  деформации достигают своих предельно 
максимальных значений [1, 2, 6].

Рис. 2. Диаграмма деформирования «F-f», построенная по формуле (8)

Значения параметров ПРДД

Параметры 
ПРДД

Точка «1» Точка «2» Точка «3» Точка «4»
F1 = 0,6 Fс , Н f1 = 0,6fс1, мм Fс, Н fс, мм Fсс, Н fсс = 2fс, мм Fс2, Н fс2 = 6fс2, мм

опытные 2100 0,02 3500 0,09 2200 0,18 150 0,54
по ф-ле (8) 2100 0,02 3500 0,09 2850 0,18 400 0,54
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Значение начального модуля упругости 
можно получить из опытов на сжатие или 
при измерении скорости ультразвука в ма-
териале, либо непосредственно при изги-
бе [1, 3, 7]. 

Математическая модель на основе од-
ного параметра (максимальное значение 
силы). Покажем в  дальнейшем, что мате-
матически можно описать диаграмму де-
формирования материала при изгибе через 
один параметр Fc (максимальное значение 
нагрузки), учитывая, что модуль упруго-
сти известен.

Представим выражение (1) в  следую-
щем виде:
	 F(f) = AfeBf,	 (9)
в котором А и В – параметры кривой дефор-
мирования.

Параметр A является известным и равен 
тангенсу угла наклона восходящей ветки 
диаграммы (рис. 1) в  области упругих де-
формаций к оси Of системы координат FOf 
(А = Fс/fc1 = F1/f1 = 0,6 Fс/0,6fc1).

Вычислим производную:

	

( )

( ) ( )

1

1 1
( )

Bf

Bf

dF Ae Bf
df

Bf Bf
Afe F f

f f

= ⋅ + =

+ +
= ⋅ = ⋅ ,	  (10) 

которая равна нулю при 1
cf B

= − .

Тогда ( ) 1
c c cF F f A f e−= = ⋅ ⋅ , и  отсюда 

следует, что 

	
1

.c
c

c c

F eA F
f f

= = ⋅  	 (11)

Из отношений (11) определим параметр 
	 fc = 2,718fc1.	  (12)

Начальный модуль упругости при изги-
бе равен [5]:

	
1

,c
b F F c F

c c

F eE k k F A k
f f

= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  	 (13)

где kF – единичная податливость при трех-
точечном изгибе, равная kF = L3/(48I) (для 
опытного образца серии ОА-0-0-6(10-12-02) 
с размерами поперечного сечения 40х40 мм, 
длина пролета L =150 мм, момент инерции 
I = 213333,33мм4, kF = 0,33 мм-1).

Тогда 

	 1 .c
c F

b

F
f k

E
= ⋅  	 (14)

Таким образом, математическая модель 
описания диаграммы деформирования ма-
териала при изгибе с использованием одно-
го параметра (Fc), с учетом (12) и (14), будет 
иметь вид

( )
( )

2,718 .
b

c F c

Ef f
f k Fb b

F F

E E
F f f e f e

k k

− − ⋅
⋅ ⋅= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  (15)

В качестве примера (таблица, точка «1») 
определяем опытный начальный модуль 
упругости: Eb = kF*0,6Fc/f1 = 0,33*2100/0,02 =  
= 3,465*104 МПа.

Как показали опыты (таблица), 
на нисходящей ветви диаграммы происхо-
дит динамическое движение магистральной 
трещины, что сказывается на характере де-
формирования реального образца из мелко-
зернистого шлакобетона.

На основании экспериментальных 
данных предложена зависимость для ко-
эффициента kf , показывающего величину 
снижения действующей внешней нагрузки 
из-за динамического разрушения сечения 
элемента в нижней растянутой зоне на нис-
ходящей ветви, начиная с величины проги-
ба f = fc

	
(1 )

.
c cF

b c c

F fk f
E f f f

fk e
− ⋅ ⋅ − ⋅

=  	 (16)

Тогда, с учетом (16) математическая мо-
дель описания диаграммы деформирования 
материала при неупругом изгибе (15), будет 
иметь вид:

	
1 1

( ) .
c cF

b c c

F fk f
E f f fb

F

E
F f f e

k

 
− + ⋅ ⋅

 
 
  

− ⋅ 
 = ⋅ ⋅  	 (17)

С использованием формулы (17) и с учё- 
том экспериментальных значений на рис. 3  
построена полная равновесная диаграм- 
ма «F – f».

Математическое прогнозирование раз-
рушения материала. 

Считаем, что материал разрушается 
и  теряет свою работоспособность в  точке 
перегиба нисходящей линии диаграммы 
(при F = Fcc и  f = fcc), то есть, когда вторая 
производная равна нулю:

	 ( )
2

2

2 2

( )
1 1 0.cc

cc
cc

F fd F Bf
df f

 = ⋅ + − =   	 (18)

Отсюда находим, что точка перегиба 
диаграммы разрушения бетона 

	 2 .2
cc cf f

B
= − = ⋅  	 (19)
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Рис. 3. Диаграмма деформирования «F-f», построенная по формулам (8) и (17),  
в сравнении с экспериментальными значениями

Следовательно, можно считать, что ре-
сурс материала исчерпан при

	 12 2,718 5,436 ,c
cc c F

b

F
f f k

E
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  	 (20)

	

( )
25,436 0,736 .

cc

c

f
fb

cc cc f
F

c f c f

E
F f f e k

k
F e k F k

−

−

= ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  	(21)

В нашем случае в приведённом примере 
на основании формул (20) и (21) получаем, 
что fcc ≈ 0,181 мм, а Fcc ≈ 2090 Н (точка «3»). 
Как видим, точку «3» можно принять за мо-
мент потери ресурса материала. 

Важным фактором является то, что эта 
точка определяется через начальный пара-
метр полной диаграммы деформирования 
материала в упругой зоне деформации.

Таким образом, предложенная матема-
тическая модель описания полной равно-
весной диаграммы деформирования (ПРДД) 
с  использованием только одного опытного 
параметра (наибольшей нагрузки Fс) и  из-
вестного начального модуля упругости 
материала позволяет исключить проведе-
ние сложных равновесных опытов, связан-
ных с  постоянной регистрацией прогибов 

на каждой ступени нагружения, и способна 
моделировать работу материала на любой 
стадии нагружения, вплоть до разрушения. 
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