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Рассмотрена проблема формирования целостного мировоззрения старшеклассников и подготовки их 
к будущей профессиональной деятельности. Предложено решение проблемы посредством изучения элемен-
тов теории обыкновенных дифференциальных уравнений в системе дополнительного образования на основе 
практико-ориентированного подхода с  использованием метода математического моделирования. Разрабо-
тано методическое обеспечение решения рассматриваемой проблемы. Приведен фактический и задачный 
материал практико-ориентированного характера, описана методика работы с ним. Авторы остановились на 
двух методических путях решения проблемы: проведении лабораторно-практических работ и организации 
экскурсий. Этим формам работы, к  сожалению, уделяется недостаточно внимания в  общеобразователь-
ной школе. Перечислены причины такого явления. Описаны ситуации, благоприятствующие составлению 
практических задач самими учащимися с последующим решением и обращением внимания на содержание 
встречающихся в текстах задач экономических, физических, финансовых, химических и др. терминов. Сю-
жеты задач близки школьникам и взяты из их жизни в своей семье и жизни семей знакомых, из деятельности 
родителей и предприятий малого бизнеса их региона. Описаны результаты анкетирования и срезов знаний 
старшеклассников контрольной и экспериментальной групп. Сделан вывод о целесообразности и эффектив-
ности предложенной методики.
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The problem of the formation of a holistic worldview of high school students and their preparation for future 
professional activities is considered. A solution to the problem is proposed by studying the elements of the theory 
of ordinary differential equations in the system of additional education on the basis of a practice-oriented approach 
using the method of mathematical modeling. Methodological support for solving the problem under consideration 
has been developed. The factual and task material of a practice-oriented nature is given, the method of working with 
it is described. The authors dwelled on two methodological ways of solving the problem: conducting laboratory 
and practical work and organizing excursions. Unfortunately, these forms of work do not receive enough attention 
in general education schools. The reasons for this phenomenon are listed. Situations are described that favor the 
compilation of practical tasks by the students themselves with the subsequent solution and attention to the content 
of economic, physical, financial, chemical and other terms encountered in the texts. The plots of the tasks are close 
to schoolchildren and are taken from their life in their family and the lives of families of acquaintances, from the 
activities of parents and small businesses in their region. The results of the questionnaire survey and sections of 
knowledge of senior pupils of the control and experimental groups are described. The conclusion is made about the 
feasibility and effectiveness of the proposed technique.
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Психологами установлено, что чем 
дольше обучающийся занимается реше-
нием какой-либо проблемы и  подходит 
к ее разрешению с разных сторон, тем бо-
лее прочно откладываются в  его сознании 
все сопутствующие знания, которые ак-
туализируются для решения этой пробле-
мы [1]. А если постановка и решение про-
блемы отыскиваются самим обучающимся 
и  он сам собирает необходимые данные, 
то материал, с  которым работает учащий-
ся, надолго запечатлевается в его сознании. 
Поэтому так важно включать в систему за-
нятий лабораторно-практические работы, 

организовывать экскурсии на предприятия 
малого бизнеса с целью сбора информации 
и постановки задач.

Лабораторно-практические работы спо-
собствуют осуществлению внутрипредмет-
ных и  межпредметных связей математики, 
делая знания старшеклассников цельными 
и формируя в их сознании целостную карти-
ну мира. Экскурсии реализуют связи с жиз-
нью, практикой, предоставляя материал для 
математической интерпретации жизненных 
ситуаций [2]. Поэтому лабораторно-практи-
ческие работы и  экскурсии способствуют 
повышению уровня математической под-
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готовки выпускников общеобразовательной 
школы, формированию целостного миро-
воззрения, позволяют усилить прикладную 
направленность обучения математике и по-
мочь школьникам определить свою про-
фессиональную ориентацию [3]. В качестве 
математического материала нами выбра-
ны дифференциальные уравнения по ряду 
причин: 

- дифференциальные уравнения явля-
ются непосредственным продолжением со-
держательной линии «Уравнения» школь-
ного курса математики; 

- для изучения этого материала школь-
ной математикой созданы все предпосыл-
ки: учащиеся знакомы с понятиями произ-
водной, дифференциала, первообразной, 
интеграла, их геометрическим и механиче-
ским смыслом, свойствами, простейшими 
дифференциальными уравнениями с разде-
ляющимися переменными, и  это означает, 
что материал вполне доступен для усвое-
ния школьниками;

- дифференциальные уравнения ис-
пользуются при решении задач из самых 
разных областей человеческой деятельно-
сти и  областей знания (химии, медицины, 
экономики и  т.д.), а  одному из основных 
методов математики, а именно методу мате-
матического моделирования, в школе уделя-
ется недостаточное внимание;

- на решение достаточного числа прак-
тико-ориентированных задач в  рамках об-
щеобразовательной школы учебного вре-
мени явно не хватает, поэтому знакомство 
с  дифференциальными уравнениями целе-
сообразно продолжить в системе дополни-
тельного образования [4; 5, с. 1]. 

Полноценное изучение дифференциаль-
ных уравнений в школе проблематично как 
с  точки зрения психологии, так и с  точки 
зрения методики преподавания математики. 
Но основные определения и алгоритмы раз-
дела обучающимся будут понятны [6].

Цель исследования состоит в  теорети-
ческом обосновании проблемы изучения 
элементов теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в  системе до-
полнительного образования на основе 
практико-ориентированного подхода с  ис-
пользованием метода математического мо-
делирования и  разработке ее методическо-
го обеспечения.

Материалы и методы исследования
Работа проводится на материале диффе-

ренциальных уравнений на основе практи-
ко-ориентированного подхода.

Теоретические методы: сравнительный 
анализ научной, педагогической, учебно-
методической литературы, направленный 

на определение содержания и логики иссле-
дования; изучение нормативной докумен-
тации по обучению математике в  средней 
общеобразовательной школе, системе до-
полнительного образования.

Эмпирические методы, связанные с ис-
следованием практики преподавания в  до-
полнительном образовании: диагностика 
состояния знаний учащихся с помощью кон-
трольных работ и  тестов, педагогическое 
наблюдение, беседы, анкетирование, интер-
вьюирование, изучение и обобщение прак-
тики и опыта работы учителей математики 
средней школы и педагогов дополнительно-
го образования, анализ собственного опыта 
преподавания, проведение эксперимента.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Подходящих сюжетов для создания про-
блемной ситуации, формулирования про-
блемы и последующего её решения с при-
влечением изученного материала можно 
найти немало в любой местности. Это мо-
жет быть бизнес по выпечке хлеба (част-
ные предприятия «Жар-свежар», «Горячий 
хлеб» «Булка» и  др.), статистические дан-
ные о числе жителей в городах и поселках, 
экономические сюжеты (например, на спрос 
и предложение), сюжеты на основе анализа 
механического движения (скорость мотор-
ной лодки и  др.), на остывание нагретого 
предмета (хлеба, чайника и  пр.), на коли-
чество выдыхаемого людьми в  замкнутом 
помещении углекислого газа, на концентра-
цию используемого в домашнем консерви-
ровании рассола, сахарных сиропов и  мн. 
др. Самое главное заключается в  том, что 
числовые данные для составления задач 
учащиеся могут собрать сами, совершив 
экскурсию на предприятие малого бизнеса 
и побеседовав с его владельцем, а также не-
посредственно произведя измерения иссле-
дуемых величин для лабораторной работы 
(причем такие измерения старшеклассни-
ки могут проделать в  домашних условиях, 
а  на занятии заняться их обработкой), по-
лучив их из статистических источников 
(опубликованных статистических данных 
в газетах, бюллетенях и т.п.) или в результа-
те социального опроса. Активность позна-
вательной деятельности  – важный фактор 
заинтересованности учащихся в  учении, 
способствующей формированию целост-
ного мировоззрения, целостного взгляда 
на окружающий мир, так как так органи-
зованное обучение показывает учащимся 
единение разнообразных знаний (экономи-
ческих, экологических, физических, мате-
матических и др.) и  единство способов их 
достижения (двигательных, умственных, 
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коммуникативных и  пр.)  [7]. Особую роль 
при формировании единой картины мира 
играет математическое содержание, по-
скольку многие задачи из разных областей 
знания и практической деятельности чело-
века решаются посредством создания той 
или иной универсальной математической 
модели [8–10]. 

Приведем примеры.
Чтобы у учащихся было достаточно ма-

териала для составления задачи о  выпечке 
хлеба, целесообразно организовать экскур-
сию на одну из частных пекарен (такие есть 
в  любой местности). В  предварительной 
беседе с  учащимися необходимо нацелить 
их на содержание вопросов, которые они 
будут задавать владельцу пекарни. Учащи-
еся в рамках дискуссии выясняют, что нуж-
но узнать стоимость единицы выпекаемого 
хлеба (булки, буханки), количество прода-
ваемого в течение единицы времени (напри-
мер, суток) хлеба, величину направляемой 
на расширение пекарного дела выручки, 
влияние увеличения (удвоения, например) 
вложений в дело на увеличение (скорость) 
выпечки хлеба. В  результате получается 
следующая матрица задачи: Хлебопекар-
ня посёлка выпекает и продаёт … буханок 
хлеба в  … стоимостью … рублей за одну 
буханку. В  течение месяца … % выручки 
от реализации хлеба направляется на рас-
ширение производства. Известно, что … 
вложений в  производство приводит к  уве-
личению скорости выпечки хлеба в … раз. 
Сколько буханок хлеба в день будет выпе-
кать пекарня к концу месяца?

После экскурсии задача пополняется 
числовыми данными.

С задачами с  однозначно понимаемым 
условием, имеющими вполне определён-
ное и находимое по определённому прави-
лу единственное решение, учащиеся име-
ют дело на протяжении всех лет обучения 
в средней школе [11, с. 24].

Задача, как известно, развивает логиче-
ское мышление обучающихся, учит умению 
анализировать условия, выделять главный 
вопрос, определять неизвестное и находить 
пути их решения, она является важнейшим 
элементом в  математической подготовке 
обучающихся. Практико-ориентированные 
задачи, кроме того, знакомят обучающихся 
со связью между процессами и явлениями 
реального мира и его математическими мо-
делями [5, с. 3, 11, с. 27]. 

Дифференциальное уравнение, полу-
ченное в  результате исследования какого-
либо реального процесса (явления), назы-
вается дифференциальной моделью этого 
процесса (явления). Мы будем рассматри-
вать лишь модели, описываемые так назы-

ваемыми обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями [12].

Задача 1. Хлебопекарня посёлка выпе-
кает и продаёт тысячу буханок хлеба в сут-
ки стоимостью 8 рублей за одну буханку. 
В течение месяца 3 % выручки от реализа-
ции хлеба будет направляться на расшире-
ние производства. Известно, что удвоение 
вложений в  производство приводит к  уве-
личению скорости выпечки хлеба в полтора 
раза. Сколько буханок хлеба в  день будет 
выпекать пекарня к концу месяца [13]?

Учащиеся задумываются над её ре- 
шением:

Пусть y(t)  – количество испечённого 
в  момент времени t хлеба, причём время 
измеряется в  сутках. Выручка от его реа-
лизации составит 8y рублей, из которых 
0,03∙8y = 0,24y рублей направляется на рас-
ширение производства, что приводит к уве-
личению скорости выпечки хлеба y′ в пол-
тора раза и составит 1 ,5 

2
∙0,24y = 0,18y раз.  

Учащиеся получают уравнение с  раз-
деляющимися переменными y′ = 0,18y 
и  находят его общее решение: y = ce0,18t. 
Далее школьники используют началь-
ные условия, т.е. решают задачу Коши. 
Из условия y(0) = 1000 находят с = 1000. 
Остаётся подставить t = 30 суток, что-
бы получить окончательный ответ: 
y(30) = 1000e5,4 ≈ 221406 буханок хлеба. 
Учащиеся получают приблизительное 
число буханок, а  это показывает им, что 
на практике точные значения получаются 
не всегда.

Ответ: 221406 буханок.
С учащимися следует обсудить полу-

ченный результат. Ответ задачи показывает, 
что если даже не очень большую часть при-
были постоянно вкладывать в производство 
дефицитного товара, то очень быстро мож-
но добиться огромного роста объёма его 
выпуска (экспоненциальный рост). Данная 
модель является весьма упрощённой и ред-
ко наблюдается в реальности, так как в ней 
не учитываются, например, насыщение 
рынка и износ оборудования.

Задачи на концентрацию растворов так-
же отнесём к той категории, которая предпо-
лагает предварительные экскурсии с целью 
сбора данных или сбор данных другими 
способами. Можно провести экскурсию 
на местный консервный завод и там собрать 
нужные данные. А  можно провести соци-
альный опрос. Например, пригласить на за-
нятие 2–3 родителей, которые занимаются 
консервированием в  домашних условиях 
или провести организованную экскурсию 
всей группы обучающихся к  нескольким 
родителям. Ведь многие хозяйки, в том чис-
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ле и  родители учащихся, занимаются до-
машним консервированием, заготавливают 
соленья и варенья на зиму. В связи с этим 
учитель просит учащихся собрать у родите-
лей нужные данные для составления задач, 
решаемых методом дифференциальных 
уравнений. Учащиеся, как показывает прак-
тика, приносят много составленных ими 
на полученном материале задач. Каждый 
учащийся обрабатывает свои данные на за-
нятии в  рамках лабораторно-практической 
работы. Затем можно предложить им следу-
ющую задачу.

Задача 2. В  резервуаре имеется 100  л 
рассола, содержащего 10  кг растворенной 
соли. Каждую минуту 2 л рассола вытекает 
из резервуара, а 3 л пресной воды притека-
ет в  него. Перемешивание сохраняет оди-
наковую концентрацию соли в  резервуаре. 
Сколько соли останется в резервуаре через 
час [14]?

Решение. Учащиеся обозначают через 
x  – количество соли в резервуаре, через t  – 
время, отсчитываемое от начального мо-
мента в  минутах. За промежуток времени 
dt из резервуара уходит (–dx) кг соли (ведь 
икс – убывающая функция времени, значит, 
dx  – отрицательная величина, а  (–dx)  – по-
ложительная). Чтобы составить уравнение, 
школьники вычисляют убыль соли иным 
путем. В  момент t в  резервуаре находится 
(100 + t) л жидкости (притекло 3t л и утекло 
2t), в ней растворено x кг соли. Значит, в од-
ном литре рассола содержится 

100
x

t+
  кг 

соли. За время dt из резервуара вытекает 
2dt литра рассола, значит, количество соли 
уменьшится на 2

100
x dt

t+
 кг.

Получают дифференциальное уравнение
2

100
xdtdx

t
− =

+
.

Затем учащиеся решают полученное 
дифференциальное уравнение. Разделяя 
переменные и учитывая начальные условия 
t0 = 0, x0 = 10, получают:

10 0

2
100

x dx dt
x t

− =
+∫ ∫ , 

т.е. 
10 100ln 2ln

100
t

x
+=

или
210 100

100
t

x
+ =   

.

Подставляя t = 6 в  последнее равен-
ство, находят искомое количество соли 
x ≈ 3,91 (кг).

Ответ: 3,91 кг.
Целесообразно помочь учащимся ос-

мыслить решение этой задачи, привести те-
оретическое обоснование. Для данного ис-
следования было применено обыкновенное 
дифференциальное уравнение с  разделяю-
щимися переменными, имеющее вид

( ) ( ) 0,dy f y g x
dx

+ =

которое решается следующим образом: 

( ) ( ) ,f y dy g x dx= −

( ) ( ) ,f y dy g x dx= −∫ ∫
( ) ( )1 2F   ,y C G x C+ = +

( ) ( )F  .y G x C= +
Следующий тип задач, сюжеты которых 

можно получить с  помощью социального 
опроса или из опыта, это задачи, связанные 
с  техникой, транспортом и  т.п. У  многих 
школьников в семьях есть моторные лодки, 
и учащиеся вместе с родителями выезжают 
на природу. В  связи с  этим учитель, пред-
ложив им решить представленную ниже 
задачу о  моторной лодке, даёт задание со-
ставить другие задачи о  скорости своей 
моторной лодки, решаемые методом диф-
ференциальных уравнений, взяв данные 
непосредственно из измерения (опытным 
путём) или узнав у родителей.

Задача 3. Катер двигался по озеру 
со скоростью 32 км/ч, и через 1 минуту, по-
сле того как был выключен двигатель, его 
скорость стала равной 8 км/ч. Чему будет 
равна скорость катера через 2 минуты после 
остановки двигателя, если сопротивление 
воды пропорционально скорости движения 
катера? Какое расстояние он пройдёт через 
1 минуту после выключения мотора? Какое 
расстояние он пройдёт через 2 минуты по-
сле выключения мотора [5, с. 4, 13]? 

При решении этой задачи учащиеся 
пользуются межпредметными связями, 
в данном случае 

	 ,dvm k v
dt

⋅ = − ⋅ 	  (1.1)

которое является математической моделью, 
описывающей движение катера. Разделяя 
переменные и интегрируя, учащиеся полу-
чают общее решение:

	 .
k t
mv C e

−
= ⋅  	 (1.2)
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Учитывая начальные условия, школьни-
ки получают
	 6032 4 .tv −= ⋅  	 (1.3)

Таким образом, скорость катера через 

2 мин = 
1 
30

  ч после остановки двигателя 
будет равна 2 км/ч.

Обозначая через S = S(t) расстояние, ко-
торое катер будет проходить после останов-
ки двигателя, в силу механического смысла 
производной учащиеся имеют по (1.3):

S’ = 32∙4–60t,
Откуда, интегрируя и  учитывая, что 

S(0) = 0, получают

	 602 1 4  .
15

tS − = −   	 (1.4)

При t = 1 мин = 
1
60

 ч из (1.4), имеем 

1  
10

S =  (км),

т.е. через 1 мин после остановки двигателя 
катер пройдёт 100 м.

При t = 2 мин =  1
30

 ч из (1.4) имеем 

1 
8

S =  (км),

т.е. через 2 мин после остановки двигателя 
катер пройдёт 125 м. 

Ответ. Через 2 мин после останов-
ки двигателя скорость катера будет 2 км/ч, 
и  он пройдёт расстояние 125 м, а  через 
1 мин после остановки двигателя он прой-
дёт расстояние 100 м.

Учащиеся могли предложить воспользо-
ваться хорошо известной формулой S = v∙t, 
где v определяется по формуле (1.3), но она 
привела бы к ошибочным парадоксальным 
результатам: через минуту пройденное по-
сле остановки двигателя расстояние равня-
лось бы 2

15
 км, а через 2 минуты – 1

15
 км, 

т.е. расстояние бы уменьшилось, что не-
возможно. Здесь нужно обратить внимание 
учеников, что формула S = v∙t справедлива 
для равномерного движения и в данном слу-
чае неприменима [5, с. 4].

На данных о  транспорте или другой 
технике, собранных учащимися у  родите-
лей или знакомых, учителю целесообразно 
провести лабораторную работу. Она будет 
индивидуальной или на двух учащихся. 
Учащиеся должны быть информированы 
о  порядке выполнения лабораторной ра-
боты и получить письменную инструкцию 

об этом. В  инструкции должны быть пун-
кты: тема, цель работы, собранные данные, 
теоретические основы, порядок выполне-
ния работы: составление задачи, подбор 
математической модели, решение диффе-
ренциального уравнения, интерпретация 
результата, выводы.

Приведём ещё типы задач, которые мо-
гут лечь в  основу практико-лабораторных 
работ. Данные для сюжетов, аналогичных 
задаче 4, учащиеся получают в домашних ус-
ловиях или на занятии. Эксперимент с чай-
ником может проделать каждый учащийся.

Задача 4. Скорость остывания воды 
в  чайнике пропорциональна разности тем-
пературы чайника и кухни. Чайник выклю-
чился в 10.20 при температуре воды 100 °С. 
В  10.30 температура воды в  чайнике была 
80 °С. Найти время, за которое температура 
воды в чайнике будет равна 40 °С, если тем-
пература на кухне 20 °С [14].

Решение несложно и приводит учащих-
ся к ответу: t ≈ 1 час. 

Анализ решения показывает, что с тече-
нием времени t температура чайника не мо-
жет стать ниже 20 °С, т.е. ниже температуры 
воздуха на кухне, и выше 100 °С. Таким об-
разом, анализ полученных формул показы-
вает учащимся, что они адекватно описыва-
ют (математически моделируют) процессы, 
рассматриваемые в подобных задачах.

Решив предложенную учителем задачу 5, 
учащиеся могут сделать аналогичные расче-
ты для комнаты в своём доме или квартире.

Задача 5. В  воздухе комнаты объёмом 
200 м3 содержится 0,15 % углекислого газа 
(CO2). Вентилятор подаёт в минуту 20 м3 воз-
духа, содержащего 0,04 % CO2. Через какое 
время количество углекислого газа в возду-
хе комнаты уменьшится втрое [15]?

В задачах о росте населения чаще всего 
известны исходное количество населения 
и время прироста, а искомым является ко-
нечное количество населения. Данные для 
составления таких задач берутся из газет, 
журналов, интернета. С  учащимися на за-
нятии решается задача в  общем виде, т.е. 
с  буквенными данными. В  результате об-
учающиеся получают зависимость в  об-
щем виде (формулу), пользуясь которой, 
они могут решать большое количество за-
дач этого типа, в  том числе самостоятель-
но составленных.

Задача 6. Пусть скорость прироста на-
селения прямо пропорциональна его ко-
личеству. Найти зависимость между коли-
чеством населения  А и  временем t, если 
известно, что в некоторый момент принима-
емый за начальный, количество населения 
равнялось А0 и через год оно увеличилось 
на а  %.
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В результате решения этой задачи уча-
щиеся получают формулу зависимости ко-
личества населения от времени:

0
(100 )A · ,

100

taA + =   

где а  % – годовой прирост населения.
Учащимся интересно проследить рост 

населения Земли, например, с  1650 г. 
В  1650 г., условному началу промышлен-
ной революции, на Земле было примерно 
500 млн чел. Более достоверные статисти-
ческие данные о  населении Земли можно 
найти примерно с 1800 г., они показывают, 
что за последние два столетия население 
возрастало с ускорением. По этим данным, 
увеличение от одного миллиарда человек 
до двух миллиардов произошло за 104 года, 
прирост следующего миллиарда жителей 
Земли произошёл за 36 лет, последующе-
го – за 16 лет, от 4 до 5 млрд чел. народо-
население всех стран увеличилось за 9 лет. 
Можно предложить учащимся построить 
график динамики роста населения Земли.

Современный период – это продолжаю-
щийся экспоненциальный рост населения 
земного шара, в основном за счёт развиваю-
щихся стран Африки, Юго-Восточной Азии 
и Латинской Америки. В 2000 г. численность 
населения Земли достигла 6,1–6,2 млрд чел., 
в 2017 – 7,6 млрд чел., в 2025 г., по прогно-
зу демографов население Земли возрастёт 
до 8,3 млрд. чел., ещё через 50 лет можно 
ожидать 11 млрд чел., почти в два раза боль-
ше, чем сейчас. Учащиеся могут подсчитать 
дальнейший рост населения Земли, а также 
население своего города, района, посёлка.

Экономические задачи также представ-
ляют собой материал, который удобно ре-
ализовать на занятиях с  предварительным 
проведением экскурсий или в  форме лабо-
раторных работ. При решении задач с эко-
номическим содержанием (на спрос и пред-
ложение, на коммунальные платежи и  др.) 
учитель решает ещё одну проблему  – фи-
нансовой грамотности старшеклассников. 
Учащиеся знакомятся с  содержанием эко-
номических терминов, знание которых обя-
зательно понадобится им, когда они вступят 
во взрослую жизнь [10]. Еще раз подтверж-
дается тезис о необходимости формирования 
целостного мышления учащихся, целостных 
представлений о жизни на Земле, о единстве 
мира и единых законах, в нем действующих.

Задача 7. Функции спроса и  предло-
жения на некоторый товар имеют соответ-
ственно вид

50 2 4 ;dpy p
dt

= − −

70 2 5 .dpx p
dt

= + −

Найти зависимость равновесной цены 
от времени, если 𝑝(0) = 10, и  определить, 
является ли равновесная цена устойчивой.

Решение приводит учащихся к ответу: 
𝑝 = 15e4t – 5; не является.

Далее, обобщая полученный результат, 
можно предложить учащимся решить зада-
чу в общем виде.

Рассмотрим практико-ориентирован-
ную задачу с  физическим содержанием, 
которая была включена в  ЕГЭ по физике 
в 2019 г.

Задача 8. Небольшой брусок массой 
m = 100 г, скользящий по гладкой горизон-
тальной поверхности, абсолютно неупруго 
сталкивается с неподвижным телом массой 
М = 2m. При дальнейшем поступательном 
движении тела налетают на недеформиро-
ванную пружину, одним концом прикре-
плённую к  стене (рисунок). Через какое 
время t после абсолютно неупругого уда-
ра бруски вернутся в  точку столкновения? 
Скорость движения бруска до столкновения 
v = 2 м/с, жёсткость пружины k = 30 Н/м, 
а расстояние от точки столкновения до пру-
жины L = 10 см. 

Решение: 
1. В  процессе абсолютного неупругого 

столкновения сохраняется суммарный им-
пульс системы тел: mv = (m + M)v1, где v1 – 
скорость тел после столкновения.

2. Так как поверхность гладкая, то тре-
ния нет, и движение тел от момента удара 
до момента касания свободного конца пру-
жины будет равномерным: L = v1t1, где t1  – 
время движения на этом участке.

3. После касания пружины и до отрыва 
от неё тела будут двигаться, совершая гар-
моническое колебание. До отрыва пройдёт 
время 2 2

Tt = , где T – период колебаний гру-

за на пружине: 2 m MT
k
+= π .

Только в  течение этого промежутка 
времени (от касания пружины и до отрыва 
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от неё) движение будет ускоренным, потому 
что и до касания пружины, и после отрыва 
от неё движение будет равномерным – с по-
стоянной скоростью. Ускоренное движение 
описывается дифференциальным уравнени-
ем. Найдём это дифференциальное уравне-
ние следующим образом.

Движение на всём шаге 3 состоит 
из двух фаз: до максимального сжатия пру-
жины и  после него. Эти фазы абсолютно 
симметричны друг другу (просто движение 
происходит в  противоположных направле-
ниях), а значит, достаточно вычислить вре-
мя первой фазы и умножить его на два. Это 
движение подчиняется закону Гука:

F = − kx,
где F  – сила, k  – жёсткость пружины, x  – 
удлинение пружины (в действительности, 
в данной фазе не удлинение, а укорочение, 
потому что пружина сжимается).

Сила равна массе, умноженной на уско-
рение. Ускорение  – это производная ско-
рости, то есть вторая производная переме-
щения. А перемещение – это переменная x, 
потому что перемещается незакреплённый 
конец пружины. Значит, получаем уравнение

mx» + kx = 0,
где m и  k  – заданные постоянные (только, 
естественно, вместо m надо брать M  +  m, 
ведь сила упругости действует на единую 
систему «брусок вместе с  телом»). Это 
уравнение  – линейное обыкновенное диф-
ференциальное уравнение второго порядка. 
Поскольку и масса, и жёсткость – величины 
положительные, его общее решение есть 
гармоническое колебание

x(t) = C1cos
k

M m+
t + C2sin

k
M m+

t.

Чтобы найти значения этих двух про-
извольных постоянных, нам нужно два 
начальных условия. Первое из них  – это 
x(0) = 0, потому что в  начальный момент 
времени (а это момент столкновения с пру-
жиной) никакого удлинения (укорочения) 
у  пружины нет. А  второе  – это x′(0) = v1, 
потому что после столкновения тел друг 
с  другом эта система «брусок вместе с  те-
лом» движется равномерно (с постоянной 
скоростью) до самого столкновения с  пру-
жиной. А  v1 уже вычислено на первом 
шаге решения.

Таким образом, из первого начального 
условия находим, что C1 = 0, значит, реше-
ние выражается формулой

x(t) = C2sin
k

M m+
t.

Вычислим его производную:

x′(t) = C2  k
M m+

cos
k

M m+
t.

Подставив ее во второе начальное усло-
вие, получим, что

v1 = C2  k
M m+

, то есть C2 =  1  .m Mv
k
+

Тогда окончательная формула для 
решения – следующая:

x(t) =  1  m Mv
k
+

sin k
M m+

t.

А окончательная формула для его про-
изводной (т.е. для скорости) – следующая:

x′(t) = v1cos
k

M m+
t.

Теперь, чтобы найти длительность 
ускоренной фазы движения, надо узнать, 
когда эта фаза закончится. Это произой-
дёт тогда, когда свободный конец пружины 
остановится (за счёт того, что её упругость 
полностью погасит импульс, приобретён-
ный системой «брусок вместе с  телом» 
до её столкновения с  пружиной), то есть 
когда скорость обратится в нуль. Используя 
только что найденную формулу для скоро-
сти, приходим к выводу, что это произойдёт, 

когда k
M m+

t станет равным π/2, то есть 

в момент t = π/2  m M
k
+

. Но это длитель-

ность лишь половины ускоренной фазы 
движения. Во второй половине всё проис-
ходит симметрично – единственная разница 
заключается в том, что пружина не сжима-
ется (укорачивается), а  распрямляется (уд-
линяется); под действием тех же самых сил. 
Поэтому найденную длительность полови-
ны ускоренной фазы движения надо в итоге 

умножить на два: получим m M
k
+π .

4. Отрыв тел от пружины произойдёт 
в  точке касания пружины. По закону со-
хранения механической энергии при гармо-
нических колебаниях скорость тел в  точке 
отрыва равна v1. Дальнейшее движение тел 
будет равномерным. Поэтому полное время 
движения тел до точки столкновения

( )
1 2

1

222 .
2

L m ML T m Mt t t
v mv k

+ += + = + = + π
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Учитывая, что M = 2m, получим

6 3

6 0,1 3 0,13,14 0,614
2 30

L mt
v k

= + π =

⋅ ⋅= + ⋅ =  с.

Ответ: t = 0,614 с.
Заметим, что поскольку в  условиях 

общеобразовательной школы нет возмож-
ности проводить экскурсии и лабораторно-
практические работы, требующие больше 
времени, чем может быть уделено в рамках 
обязательного общего образования, а  це-
лостное представление о  мире, в  котором 
он живёт, необходимо будущему активному 
члену общества, то становится ясной необ-
ходимость такой работы в системе дополни-
тельного образования.

В результате проведенных занятий 
у  учащихся повысился интерес к  изуче-
нию математики, потому что они увидели 
ее практическую значимость. Это показали 
результаты анкетирования школьников экс-
периментальной и контрольной групп. 

С целью выяснения отношения стар-
шеклассников к предлагаемому им для из-
учения разделу и сформированности у них 
представлений о целостности окружающе-
го мира было проведено два анкетирования 
в начале и в конце эксперимента. Анкета со-
держала представленные ниже 5 вопросов.

1. Знакомы ли вы с понятием дифферен-
циального уравнения?

2. На каких знаниях базируется решение 
дифференциальных уравнений?

3. Умеете ли вы решать дифференциаль-
ные уравнения?

4. Применяются ли на практике, в жиз-
ни дифференциальные уравнения?

5. Хотите ли вы научиться решать диф-
ференциальные уравнения?

В контрольной группе ответы старше-
классников на вопросы анкеты до и  после 
эксперимента отличались незначительно, 
а  в  экспериментальной группе замечены 
существенные различия: значительно уве-
личилось число учащихся, ответивших ут-
вердительно на 4 и 5 вопросы.

В начале эксперимента учащимся кон-
трольной и экспериментальной групп пред-
лагалась самостоятельная работа, в которой 
задачи базировались на знаниях учащихся, 
полученных в  соответствии со школьной 
программой (производная, геометрический 
и механический смысл, первообразная, ин-
теграл и др.). Результаты выполнения этой 
самостоятельной работы оказались пример-
но одинаковыми в контрольной и экспери-
ментальной группах.

В конце эксперимента школьникам 
контрольной и  экспериментальной групп 
предлагалась самостоятельная работа, со-
держащая 5 заданий, каждое из которых 
позволяло выявить наличие у обучающихся 
определённых умений устанавливать связи 
между конкретными ситуациями и  мате-
матическим аппаратом (в данном случае, 
с дифференциальными уравнениями). 

Самостоятельная работа
1. Составить понятийную карту для 

дифференциальных уравнений с разделяю-
щимися переменными.

2. Известно, что скорость размноже-
ния некоторых бактерий пропорциональ-
на количеству бактерий в  данный момент 
с  коэффициентом пропорциональности k. 
Определить k, если в 10 часов в сосуде было 
2 000 бактерий, а в 12 часов уже 32000.

3. Составить задачу по дифференциаль-
ному уравнению:

.dx kx
dt

=

4. На основании данных, полученных 
во время экскурсии в хозяйство индивиду-
ального предпринимателя, составить зада-
чу, решаемую с помощью дифференциаль-
ного уравнения.

5. Опытным путём получить зависи-
мость укорочения (растяжения) мышцы 
руки при поднятии тяжестей.

Учащиеся контрольной группы знали, 
что собой представляет понятийная карта 
(составляли, например, для понятия че-
тырёхугольник). С  учителем контрольной 
группы было обговорено, что для выпол-
нения задания 4 он даст им необходимые 
данные без организации экскурсии, а зада-
ние 5 в контрольной группе не выполняли. 
Таким образом, сравнение результатов двух 
групп делалось по четырём заданиям.

Анализ результатов самостоятельной 
работы в контрольной группе показал, что 
с  первой задачей учащиеся в  целом спра-
вились; при решении второй и  четвертой 
испытывали затруднения, потому что пред-
ставили решение с  существенными недо-
чётами и порой с ошибками; третью задачу 
решили немногие учащиеся. Задача 5 им 
не предлагалась. Самое главное, учащиеся 
не связывали решение предложенных задач 
с математической моделью ситуаций – диф-
ференциальными уравнениями.

В экспериментальной группе обуча-
ющиеся справились в  основном со всеми 
задачами, допустив некоторые негрубые 
ошибки и  недочёты. Итогом проведенных 
занятий стало приобретённое школьниками 
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умение математизировать ситуации, воз-
никающие в  повседневной жизни, и  раз-
решать их методом дифференциальных 
уравнений, т.е. они демонстрировали не-
которое понимание целостности окружаю-
щего мира и единства действующих в нем 
законов. Об этом свидетельствуют резуль-
таты контрольных работ в  начале и  конце 
исследования. 

Выводы 
Проведённое исследование показало, 

что изучение элементов дифференциаль-
ных уравнений в системе дополнительного 
образования на основе практико-ориенти-
рованного подхода с  применением метода 
математического моделирования позволяет 
не только повысить познавательный инте-
рес старшеклассников к учению и качество 
их математических знаний, их целостность 
и  целостность мировоззрения, но и  спо-
собствует подготовке к  адекватному выбо-
ру будущей профессии, более уверенной 
ориентации в жизни, что необходимо каж-
дому выпускнику в его будущей професси-
ональной деятельности как активному чле-
ну общества.
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