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Создан алгоритм моделирования трубопровода в пакете прикладных программ FreeCAD. Он предусма-
тривает создание твердотельной 3D-модели, построение сетки метода конечных элементов, внесение дан-
ных, настройку решателя, постановку вычислительных экспериментов, визуализацию результатов расчетов. 
Построены конечно-элементные модели для двух задач: задачи с сильной особенностью в виде линии изло-
ма поверхности трубы и задачи со слабой особенностью в виде линии скачкообразного изменения кривизны 
поверхности. Выполнены численные эксперименты, проведено сравнение их результатов с литературными 
данными и между собой. В итоге сравнения результатов с литературными данными установлено, что постро-
енные математические модели адекватно описывают механическую систему как с качественной, так и с ко-
личественной точки зрения. Качественная верификация выполнена путем сравнения результатов с данными 
анализа других моделей. Количественная верификация выполнена путем сравнения результатов решения 
в FreeCAD задачи Ламе для трубы с известным точным решением. В итоге сравнения результатов реше-
ния двух модельных задач установлено, что в задаче с сильной особенностью эквивалентные напряжения 
меняются с большим градиентом в окрестности особенности, чем в задаче со слабой особенностью. Более 
того, в окрестности линии излома на внутренней стороне угла напряжения превышают предел текучести. 
С другой стороны, гистограмма распределения напряжений по узлам сетки показала, что это превышение 
наблюдается в относительно небольшом числе узлов.

Ключевые слова: трубопровод, оболочка с линией излома, концентраторы напряжений, метод конечных 
элементов, пакеты прикладных программ для ЭВМ
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An algorithm for modeling the pipeline in the FreeCAD software package was created. It provides for the 
creation of a solid 3D model, building a mesh of the finite element method, entering data, setting up the solver, 
setting up computational experiments, and visualizing the calculation results. Finite element models are constructed 
for two problems: problem with a strong singularity in the form of a fracture line of the pipe surface and a problem 
with a weak singularity in the form of a line of abrupt change in the surface curvature. Numerical experiments 
were carried out, their results have been compared with the literature data and with each other. As a result of 
comparing the results with the literature data, it was found that the constructed mathematical models adequately 
describe the mechanical system both from a qualitative and quantitative point of view. Qualitative verification was 
performed by comparing the results with analysis data from other models. Quantitative verification was performed 
by comparing the results of solving the Lamé problem for pipe in FreeCAD with the known exact solution. As 
a result of comparing the results of solving two model problems, it was found that in the problem with a strong 
singularity, the equivalent stresses vary with a large gradient in the vicinity of the singularity than in the problem 
with a weak singularity. Moreover, in the vicinity of the break line on the inner side of the corner, the stresses exceed 
the yield strength. On the other hand, the histogram of stress distribution over grid nodes showed that this excess is 
observed at a relatively small number of nodes.
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Современные трубопроводы содержат 
системы труб, соединенные между со-
бой многочисленными стыками, врезками 
и сварными соединениями. Расчет напряже-
ний в этих соединениях представляет собой 
сложную научно-техническую задачу [1].

Вопрос о целесообразности рассмотре-
ния труб как трехмерных тел был поднят 
в  статье  [2]. Были установлены пределы 
применимости стержневой и  оболочечной 
моделей для проблемы туннелирования. 
В  этом случае трубопровод представлял 
собой трехмерную структуру, окруженную 

внешней средой. Для задачи о  подводном 
трубопроводе сравнение стержневой и обо-
лочечной моделей выполнено в [3].

Если на трубе есть линия стыка с другой 
трубой, то решение уравнений теории упру-
гости такой системы содержит сингуляр-
ность на этой линии, как указал А.Л. Голь-
денвейзер в  [4]. Современным развитием 
этого направления является математическое 
моделирование трубопроводов как оболо-
чек слабой регулярности [5]. В недеформи-
рованной геометрии моделируемой трубы 
сингулярность содержится в постановке за-
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дачи. В [5] показано, с какими трудностями 
сталкиваются математики при численном 
анализе таких задач.

Таким образом, задачи расчета напря-
женно-деформированного состояния тру-
бопровода в  приближении трехмерного 
тела актуальны.

Перед инженером возникает проблема 
выбора адекватного инструмента численно-
го решения поставленных задач. Например, 
задача исследования взаимодействия изо-
гнутой трубы и потока жидкости решалась 
при помощи пакета SolidWorks в  [6]. При-
менение этого пакета к другим задачам де-
тально изложено в [7].

Помимо коммерческих пакетов при-
кладных программ, существуют свободно 
распространяемые программы, сопостави-
мые с  ними по качеству результатов. Од-
ним из таких пакетов является FreeCAD [8]. 
С  нашей точки зрения, FreeCAD можно 
рассматривать как визуальную оболочку 
для пакета решения задач методом конеч-
ных элементов CalculiX, который встро-
ен во FreeCAD и  также распространяет-
ся свободно.

Целью данной работы является создание 
алгоритма и анализ результатов численных 
экспериментов по расчету напряженно-де-
формированного состояния (НДС) трубо-
проводов с  изломом и  изгибом профиля 
в пакете прикладных программ FreeCAD.

Поставлены задачи:
1. Создание 3D-моделей труб во FreeCAD.
2. Создание алгоритма применения про-

граммного пакета метода конечных элемен-
тов (МКЭ) CalculiX в  визуальной оболоч-
ке FreeCAD.

3. Построение сеток МКЭ программой 
NetGen в визуальной оболочке FreeCAD.

4. Численный анализ задач расчета 
НДС трубопроводов с  изломом и  изгибом 
профиля. 

5. Визуализация результатов расче-
тов и  анализ возможностей FreeCAD для 
их обработки.

6. Сравнение полученных результатов 
между собой и с  литературными данными 
для оценки адекватности математического 
моделирования в среде FreeCAD.

Постановка задачи
Рассматриваются две задачи. 
Задача 1. Труба с  изломом профиля 

(рис. 1, а).
Механическая система представляет 

собой две трубы одинакового внутренне-
го радиуса Ri = 45  мм и  толщины стенки 
h = 5  мм. Длина труб вдоль осей до точки 
их пересечения L1 = L2 = 250 мм. Они жест-
ко соединены между собой под углом 90 ° 
и закреплены шарнирно на свободных кон-
цах. Изнутри на трубы действует равномер-
но распределенное давление p0 = 10  МПа. 
Трубы выполнены из стали S335JO (ана-
лог 17Г1С) с  параметрами материала: 
плотность ρ = 7800  кг/м3, модуль Юнга 
E = 210 ГПа, коэффициент Пуассона v = 0,3, 
σТ = 343 МПа, σВ = 490 МПа. 

Задача 2. Труба с  изгибом профиля 
(рис. 1, б).

Две трубы одинакового внутреннего ра-
диуса Ri = 40 мм и толщины стенки h = 5 мм 
соединены коленом в  виде сегмента тора 
с  такими же параметрами. Осевые линии 
труб расположены под углом 90 ° и имеют 
длины L1 = 93  мм и  L2 = 120  мм. Матери-
ал труб – сталь S335JO. Свободные концы 
труб закреплены жестко. Нагрузка на трубы 
такая же, как в задаче 1.

              
а)                                                                                  б)

Рис. 1. Геометрия системы труб: а) задача 1, б) задача 2
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С математической точки зрения тре-
буется найти численное решение системы 
уравнений Ламе теории упругости для трех-
мерного твердого тела в  области, занятой 
трубой. На открытых торцах труб ставят-
ся соответствующие условия закрепления, 
на внутренней поверхности трубы  – ус-
ловия равенства нормальных напряжений 
внешнему давлению, на внешней поверх-
ности трубы  – условия отсутствия напря-
жений. На линии контакта ставятся условия 
непрерывности перемещений и  усилий. 
Подробности математической постановки 
задачи изложены в работе [9].

Согласно источникам  [4, 5], в  Зада-
че 1 должен наблюдаться рост напряжений 
в  окрестности линии стыка труб. В  Зада-
че 2 такого роста быть не должно, а  толь-
ко должно быть относительно небольшое 
повышение напряжения в  окрестности 
закрепленных концов и  в  окрестности ли-
ний стыка тороидального и прямолинейно-
го участков.

Материалы и методы исследования
Задачи 1, 2 решены в визуальной среде 

FreeCAD со встроенным решателем МКЭ 
CalculiX и построителем сеток NetGen.

Алгоритм решения задачи в  сре-
де FreeCAD:

1. Построение 3D-модели в  среде Free-
CAD согласно [8, 10]. Инструменты среды: 
Scetcher – для построения эскизов сечений 
и  направляющих осевых линий труб; Part 
Design – формирование трехмерной модели 
на основе эскизов.

2. Формирование твердого тела по мо-
дели. Инструменты: модуль Part для форми-
рования итоговой модели, проверки ее гео-
метрии и  окончательного преобразования 
в твердое тело.

3. Создание модуля конечно-элемент-
ного анализа и  построение сетки. Инстру-
менты модуля FEM: Analysis  – создание 
и  активация анализа; Mesh, FEM Mesh 
Netgen  – построение сетки МКЭ на твер-
дом теле.

4. Наложение граничных условий, при-
ложение нагрузок и  задание материала. 
Инструменты модуля FEM: Material for 
Solid  – выбор материала из базы данных, 
Mechanical Constrains – наложение гранич-
ных условий и давления внутри трубы.

5. Генерация файла исходных данных 
и  решение задачи. Инструменты: Solve, 
Solver job control: выбор типа анализа 
(static), генерация исходных данных (Write 
.inp file), нахождение численного решения 
(Run CalculiX).

6. Визуализация результатов. Инстру-
менты: Results, Show Results.

Результаты исследования  
и их обсуждение

Задача 1. В  пакете прикладных про-
грамм FreeCAD была построена математи-
ческая модель метода конечных элементов 
(МКЭ), изображенная на рис. 2 (сохранено 
из программы).

Рис. 2. Модель МКЭ, показана сетка метода, 
закрепления краев и направления нагрузки

На рис. 2 изображены способ закрепле-
ния границ трубы и направление давления 
внутренней среды. Параметры сетки МКЭ: 
число узлов  – 31514, число поверхностей 
элементов  – 10526, число объемных эле-
ментов  – 15651. В  результате вычислений 
по представленной выше методике найдено 
распределение напряжений, изображенное 
на рис. 3. На рис. 3, а, изображен градиент 
напряжений от максимального красного 
к минимальному зеленому.

На рис. 3, б, изображено распределение 
напряжений по количеству узлов сетки. Чис-
ленные предельные значения напряжений 
и перемещений в задаче 1 приведены в табл. 1.

Задача 2. Модель МКЭ, построенная 
во FreeCAD, изображена на рис. 4.

На рис. 4, а, изображены направ-
ления действия внутреннего давления 
на трубу и способ закрепления краев трубы. 
На рис. 4, б, изображен общий вид сетки 
МКЭ; наблюдается сгущение узлов сетки 
в окрестности скачка кривизны оси трубы.

На рис. 5 графически представлены ре-
зультаты численного анализа задачи о  на-
пряженно-деформированном состоянии 
изогнутой трубы.

На рис. 5, а, изображены напряжения 
по цветовым уровням: от максимально-
го красного к  минимальному зеленому. 
На рис. 5, б, изображено распределение на-
пряжений по узлам сетки, из которого вид-
но, что в большей части узлов сетки МКЭ 
напряжение составляет от 60 до 85 МПа. 
Численные значения напряжений и переме-
щений приведены в табл. 2.
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а)                                                                              б)

Рис. 3. Распределение напряжений в трубе: а) графические изолинии, б) гистограмма

Таблица 1 
Напряжения и перемещения в стыке труб

Физическая величина Максимальное Среднее Минимальное
Эквивалентное напряжение по Мизесу 395,5 МПа 89,5 МПа 2,9 МПа
Абсолютное перемещение 0,13 мм 0,047 мм 0,0 мм

   

а)                                                                              б)

Рис. 4. Расчетная модель МКЭ изогнутого профиля: а) нагрузки и закрепления, б) сетка МКЭ

   

а)                                                                              б)

Рис. 5. Напряжения в изогнутой трубе: а) графические изолинии; б) гистограмма
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Таблица 2
Напряжения и перемещения в соединенных коленом трубах

Физическая величина Максимальное Среднее Минимальное
Эквивалентное напряжение по Мизесу 115,6 МПа 72 МПа 8,9 МПа
Абсолютное перемещение 0,039 мм 0,018 мм 0,0 мм

При сравнении рис. 3, а, и рис. 5, а, вид-
на разница в  распределении напряжений 
в  случае наличия и  отсутствия линий из-
лома поверхности трубы. В задаче 1 макси-
мальные эквивалентные напряжения превы-
шают предел пропорциональности σТ, хотя 
и  находятся ниже предела прочности при 
растяжении σB. В задаче 2 ни один из этих 
пределов не превышен. 

Разница в  распределении напряжений 
по количеству узлов сетки МКЭ видна при 
сравнении гистограмм этих распределе-
ний на рис. 3, б, и  рис. 5, б. Гистограмма 
на рис. 3, б, показывает, что предел про-
порциональности превышен в  относитель-
но малом числе узлов сетки, в то время как 
значения напряжений в  большем количе-
стве узлов лежат в  окрестностях среднего 
значения 89,5  МПа, указанного в  табл. 1. 
Гистограмма на рис. 5, б, показывает бо-
лее широкое распределение, в  среднем да-
ющее близкое к  предыдущему значение 
напряжения 72 МПа.

Распределения перемещений в  зада-
чах 1 и 2 дают качественно похожие карти-
ны с распределениями напряжений. В зада-
че 1 также ярче выражено пиковое значение 
максимального перемещения 0,13 мм, ука-
занное в  табл. 1, которое распределено 
по небольшому числу узлов сетки в окрест-
ности линии особенности. Распределение 
перемещений в задаче 2 имеет намного бо-
лее гладкий вид, что показано в табл. 2, где 
разница между максимальным и  средним 
значениями невелика.

При сравнении распределения напряже-
ний в задаче 1 (рис. 3, а) с распределением 
напряжений в  математически близкой за-
даче теории упругости с  входящим углом, 
рассмотренной в  статье  [11], можно сде-
лать вывод о близости этих распределений 
в качественном смысле. Задача из [11] дала 
ясный результат с  концентрацией напря-
жений. Значит, распределение напряжений 
в трубах с угловым соединением, найденное 
по предложенному здесь алгоритму, являет-
ся достоверным в качественном смысле.

Необходимо обсудить вопрос о  коли-
чественной достоверности полученных 
в  пакете FreeCAD численных результатов. 
Была решена задача Ламе о толстостенной 
трубе [12, c. 339], решение которой извест-
но. Пусть длинная цилиндрическая труба 

из стали S335JO находится под действием 
внутреннего давления p0 = 10  МПа. Вну-
тренний радиус трубы равен 100 мм, наруж-
ный  – 150  мм, длина трубы  – 2  м. Концы 
трубы закреплены от продольных переме-
щений и не закреплены от поперечных. Точ-
ное решение, найденное в [12, с. 339], дает 
максимальное эквивалентное напряжение 
по Мизесу, равное 31,4  МПа. Максималь-
ное эквивалентное напряжение, полученное 
в пакете FreeCAD, равно 32,5 МПа. Таким 
образом, полученные численные результа-
ты являются достоверными.

Заключение
Создан алгоритм математического мо-

делирования трубопровода в  пакете при-
кладных программ FreeCAD. Этот алгоритм 
предусматривает создание 3D-модели, по-
строение сетки метода конечных элементов, 
подготовку исходных данных, постановку 
вычислительных экспериментов, визуали-
зацию результатов расчетов.

Построены модели МКЭ для двух за-
дач: задачи с сильной особенностью в виде 
линии излома поверхности трубы и задачи 
со слабой особенностью в виде линии скач-
кообразного изменения кривизны поверх-
ности. Выполнены численные эксперимен-
ты, проведено сравнение результатов между 
собой и с литературными данными.

В итоге сравнения результатов между 
собой установлено, что в задаче с сильной 
особенностью эквивалентные напряжения 
по Мизесу меняются с  большим градиен-
том в  окрестности особенности, чем в  за-
даче со слабой особенностью. Более того, 
в окрестности линии излома на внутренней 
стороне угла напряжения превышают пре-
дел текучести.

В итоге сравнения результатов с  лите-
ратурными данными установлено, что по-
строенные математические модели адек-
ватно описывают механическую систему 
как с качественной, так и с количественной 
точки зрения. Таким образом, пакет при-
кладных программ FreeCAD является на-
дежным инструментом исследования трех-
мерных твердотельных моделей методом 
конечных элементов.

Численные эксперименты были про-
ведены на вычислительном кластере ЦКП 
«Центр данных ДВО РАН».
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