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Моделирование пешеходных потоков приобрело огромную значимость в последние десятилетия, так 
как строительство и  проектирование мест притяжения большого количества людей требует создания ус-
ловий безопасности. Актуальной задачей является разработка математической модели, позволяющей с до-
статочной степенью точности определять параметры пешеходных потоков для управления ими в режиме 
реального времени. Часто поток разбивается на связанные пары или кластеры (группы знакомых или члены 
одной семьи). В  работе пешеходный поток рассматривается как поток случайных событий. Под событи-
ем понимается прибытие пешехода к точке плоскости с фиксированной координатой по оси, направленной 
вдоль движения потока. Прибытие к этой точке кластера интерпретируется как одно событие. Разработан 
алгоритм автоматизированного разбиения пешеходного потока среднего уровня плотности на кластеры. Пе-
шеходный поток аппроксимируется с помощью закона Эрланга. Приведен метод определения параметров 
Эрланга по экспериментальным данным. С помощью методов теории случайных процессов выведены ве-
роятностные функции, характеризующие случайный процесс прибытия пешеходов в фиксированную точку 
пространства. Рассмотрен также случай слияния нескольких потоков в фиксированной точке. Разработан-
ный аналитический аппарат позволяет получать результат в  режиме реального времени, поэтому модель 
применима в интеллектуальных транспортных системах.

Ключевые слова: пешеходный поток, математическая модель, случайный процесс, кластерный анализ, 
организация движения
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Modeling pedestrian flows has gained immense importance in recent decades, since the construction and design 
of places of attraction for large numbers of people requires the creation of safety conditions. An urgent task is the 
development of a mathematical model that allows determining the parameters of pedestrian flows with a sufficient 
degree of accuracy to control them in real time. Often the stream is split into related pairs or clusters (groups of 
acquaintances or members of the same family). In the work, the pedestrian flow is considered as a flow of random 
events. An event is understood as the arrival of a pedestrian to a point on the plane with a fixed coordinate along 
the axis directed along the movement of the stream. Arriving at this point in the cluster is interpreted as one event. 
An algorithm has been developed for the automated dividing of a pedestrian traffic of an average density level into 
clusters. Pedestrian traffic is approximated using Erlang’s law. A method for determining Erlang parameters from 
experimental data is presented. Using the methods of the theory of random processes, probabilistic functions are 
derived that characterize the stochastic process of pedestrian arrival at a fixed point in space. The case of merging 
several streams at a fixed point is also considered. The developed analytical apparatus allows obtaining results in real 
time, therefore the model is applicable in intelligent transport systems.
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Моделирование пешеходных потоков 
приобрело огромную значимость в  по-
следние десятилетия, так как строительсто 
и  проектирование мест притяжения боль-
шого количества людей требует создания 
условий безопасности. Многие модели 
взаимодействия людей в  потоке основаны 
на аналогичных моделях для потоков транс-
портных средств. Однако движение пеше-
ходов гораздо более неустойчиво, больше 
зависит от поведения отдельных индивиду-
умов. Кроме того, в отличие от транспорт-
ного потока, здесь допускаются «столкнове-
ния», пешеходы могут задевать друг друга 
при движении, и это не будет являться при-
чиной инцидента или затора. Эти факты 
учитываются при микроскопическом мо-
делировании. Кроме того, даже достаточно 

организованный поток, следующий в опре-
деленном направлении, часто разбивается 
на связанные пары или кластеры (группы 
знакомых, члены одной семьи и т.п.).

Классически по уровню детализации 
модели пешеходных потоков делят на:

- микроскопические, которые учитывают 
поведение каждого пешехода отдельно [1, 2];

- мезоскопические, учитывающие по-
ведение отдельного пешехода, но с  целью 
определения характеристик потока или его 
закона распределения [3, 4];

- макроскопические, которые описы-
вают поток в  терминах скорости, плот-
ности, без учета поведения отдельных 
индивидуумов [5].

Экспериментально доказана также те-
ория феномена самоорганизации пешеход-
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ного потока, который не планируется извне 
и не организуется внешним источником, та-
ким как светофоры или поведенческие со-
глашения  [2]. Особый интерес здесь пред-
ставляют условия формирования: 

- полосы движения в заданном направ- 
лении;

- реверсивные потоки в  дверных 
проемах. 

Отметим, что эти эффекты самоорга-
низации представляют собой модели по-
ведения, которые не планируются извне, 
но неизбежно происходят по истечении 
определенного периода времени при дви-
жении потоков пешеходов.

Актуальной задачей является разработка 
математической модели, позволяющей с до-
статочной степенью точности определять 
параметры пешеходных потоков для управ-
ления ими в режиме реального времени.

Целью данной работы является разра-
ботка математической модели пешеходного 
потока как потока кластеров и метода опре-
деления параметров данного потока в режи-
ме реального времени.

Материалы и методы исследования 
В случае направленного движения пеше-

ходов к переходу удобно применять модели, 
описывающие поток как случайный процесс 
с помощью случайных функций. Такую сте-
пень детализации данных относят к мезоско-
пической. Как отмечено выше, потоку пеше-
ходов свойственно разделение на кластеры 
(группы родственников, знакомых и т.п.) [6]. 
Если описывать поток как поток случай-
ных событий, то под событием будем пони-
мать прибытие пешехода к точке плоскости 
с  фиксированной координатой по оси, на-
правленной вдоль двиижения потока. При 
этом прибытие к этой точке кластера следует 
интерпретировать как одно событие. 

В модели TIMeR_Mod  [7], разрабо-
танной автором, автотранспортный поток 
описывается как поток Пальма, интервалы 
по времени между которыми подчиняются 
обобщенному закону Эрланга. Подобного 
подхода будем придерживаться и при моде-
лировании пешеходного потока.

Результаты исследования  
и их обсуждение

1. Алгоритм разбиения пешеходно-
го потока среднего уровня плотности 
на кластеры 

Видеодетекторы определяют мгновен-
ные декартовы координаты (xi; yi) объектов 
(пешеходов) при съемке пешеходного по-
тока сверху в  локальной системе коорди-
нат. Ось  ОХ направлена по направлению 
движения пешеходного потока dfree  – кри-

тическое значение расстояния между пеше-
ходами, при котором их движение можно 
считать свободным.

1) вводим локальную систему коорди-
нат для момента t = 0 и определяем коорди-
наты (xi; yi) объектов в этой системе;

2) формируем первый кластер:
2.1) начиная с левого нижнего угла (на-

чало координат), определяем расстояния d1i 
от объекта номер 1 с координатами (x1; y1) 
до остальных объектов, входящих в  пря-
моугольник, задаваемый ограничениями 
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2.4) если dji ≤ dfree, то объекты Pi включа-
ем в первый кластер;

2.5) повторяем пункты 2.3 и 2.4 для всех 
объектов, входящих в первый кластер;

3) двигаясь вверх, вправо, вниз, вправо 
и  т.д., формируем следующий кластер но-
мер N:

3.1) берем объект Pn, не входящий 
ни в  один кластер, и  определяем расстоя-
ния dni от объекта Pn с координатами (xn; yn) 
до остальных объектов, входящих в  пря-
моугольник, задаваемый ограничениями 
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стера N и определяем расстояния dji от объ-
екта Pj с координатами (xj; yj) до остальных 
объектов, входящих в прямоугольник, зада-
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3.4) если dji ≤ dfree, то объекты Pi включа-
ем в кластер N;

3.5) повторяем пункты 3.3 и 3.4 для всех 
объектов, входящих в кластер N;

4) повторяем пункт 3 до тех пор, пока 
не разобъем все объекты, входящие в  срез 
при t = 0 на кластеры;

5) для каждого кластера определяем 
центр ( ), ,;c N c Nx y ; пусть ( ){ }, ,,N i N i NM x y=  – 
множество координат объектов Pi,  N, вхо-
дящих в  кластер N; { }max, ,maxN i Ni

x x= ,  
{ }min, ,minN i Ni

x x= , { }max, ,maxN i Ni
y y= , 

{ }min, ,minN i Ni
y y= . В этих обозначениях

min, max,
,

min, max,
,

2

2

N N
c N

N N
c N

x x
x

y y
y

+
=
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.

2. Определение параметра λ интенсив-
ности пешеходного потока

Определяем величины интервалов Ti 
по времени (в секундах) между прохожде-
ниями центров кластеров точки с  фикси-
рованной координатой по оси OX. Считая 
поток кластеров простейшим, определяем 

параметр __
1

T
λ = , где 

__
1

m

i
i

T
T

m
==
∑

 – выбороч-

ная средняя случайной величины T.

В более общем случае при повышении 
плотности поток кластеров пешеходов мо-
жет подчиняться (специальному) закону 
Эрланга. Тогда параметры распределения 
находятся следующим образом с помощью 
метода моментов [9]:

2__

*
2

T
k

 
  

=
σ

, где σ2 – выборочная диспер-

сия случайной величины T;
*[ ] 1k k= +  – целое число, большее k*;
*

__ .k

T
λ =

3. Определение параметров пешеход-
ных потоков, прибывающих к  данному пе-
шеходному переходу по двум направлениям

Согласно проведенным исследова-
ниям, поток кластеров пешеходов может 
быть аппроксимирован законом Эрлан-
га порядков k = 1 (показательный закон) 
или k = 2. При более плотных потоках 
лучше не разбивать пешеходов на класте-
ры, а фиксировать интервалы по времени 
между отдельными пешеходами и иполь-
зовать закон Эрланга при больших значе-
ниях k. 

Плотность распределения Эрланга [8]:
( ) 1( ) ( ) ( 1)! ( 0)k k tf t t e k t− −λ= λ λ − > ; 	 (1)

интегральная функция распределения 
Эрланга:
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1
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( ) 1 ( ) / ! 1 ( 1, ) ( 0)
k

k n t

n

F t t e n R k t t
−

−λ

=

= − λ = − − λ >∑ . 	 (2)

Пусть 1( )
1 ( )kF t   – функция распределения первого потока кластеров пешеходов, а 

2( )
2 ( )kF t  – функция распределения первого и второго кластеров пешеходов. Вероятность 

того, что за время T** в первом потоке к данной точке не подойдет ни один кластер, равна
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Функция распределения минимума L случайных величин: 

	 ( )( )

1

( ) 1 1 ( ) ( ),L

L

i ir
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F t F y P Y y
−
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где Fi(y) – закон распределения i-й величины.
Функция распределения времени, оставшегося до наступления очередного события 

(после случайного попадания точки в произвольный интервал между последовательными 
наступлениями событий) в потоке Эрланга порядка ki имеет вид [9]:
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Тогда функция распределения минимальной из L случайных величин определяется 
по формуле
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А ее плотность распределения ( ) ( )srf t :
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Вероятность того, что за время T** во всех L потоках не произойдет ни одно событие:
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L
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Теперь определим среднее значение LM  минимальной из L случайных величин 
{ }( )

1 2min , ,....L
LR R R R= . При вычислении интеграла воспользуемся формулой интегиро-

вания по частям:
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В частности, найдем математическое ожидание случайной величины { }(2)
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∑ ∑∫

∑ ∑

( ) ( )
1 2

1 2

1 1

1 2
1 1 2 20 00

1 1
! !

k k
n nt t

n n

t e t e dt
k k k k

∞ − −
−λ −λ

= =

   
= λ ⋅ λ   ⋅ ⋅   

∑ ∑∫

	 ( ) ( )
1 2

1 2

1 1
( )

2 1 2
1 1 2 2 0 00

1 1 .
! !

k k
n nt

n n

M e t t dt
k k k k

∞ − −
− λ +λ

= =

   
= ⋅ ⋅ λ ⋅ λ   ⋅ ⋅    

∑ ∑∫ 	  (10)
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При вычислении интеграла мы учли формулу интегрирования по частям, а при вычис-
лении предела воспользовались арифметическими свойствами пределов функций и  тем, 
что ( )

0m
tt

P t
l im

eλ→∞
= , где 0λ > , ( )mP t  – многочлен.

Обозначим ( ) ( )
1 21 1

1 2
0 0

( )
k k

n n
m

n n

P t t t
− −

= =

   
= λ ⋅ λ   

   
∑ ∑   – многочлен степени 1 2( 1) ( 1)m k k= − + −  

переменной t. В общем случае будем считать 1
1 0( ) ...m m

m m mP t a t a t a−
−= + + +  и рассмотрим 

неопределенный интеграл:

( )

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( )

1 20 0

/( )
( )

1 2 1 20 0

1( ) ( )

( )1 1 ( )

t t
m m

tm
mt

e P t dt P t de

P t
e P t dt

e

∞ ∞
− λ +λ − λ +λ

∞ ∞
− λ +λ

λ +λ

⋅ = − =
λ + λ

 = − + =  λ + λ λ + λ

∫ ∫

∫

( ) ( )1 2
/( )

0
1 2 1 2 0

1 10 ( )t
ma e P t dt

∞
− λ +λ= − − + =

λ + λ λ + λ ∫

	 ( ) 1 2

2
/ ( )0

1 2 1 2 0

1 ( ) .t
m

a
P t de

∞
− λ +λ 

− ⋅ λ + λ λ + λ  ∫ 	  (11)

В многочлене ( )/ 1 1
1 1( ) ( 1) ... 1m m

m m mP t ma t m a t a− −
−= + − + + ⋅  свободный член равен 

1 11 1!a a⋅ = ⋅ . В  многочлене ( )/ / 1 1
1 2( ) ( 1) ( 1)( 2) ... 2 1m m

m m mP t m m a t m m a t a− −
−= − + − − + + ⋅ ⋅  

свободный член равен 2 22 1 2!a a⋅ ⋅ = ⋅ . И так далее рассуждая, по индукции получим, что 
в многочлене ( )( )( ) s

mP t  свободный член ! ss a⋅ .
Продолжим вычислять интеграл, учитывая при вычислении пределов следующее:

	
( )

1 2

( )

( )

( )
lim 0,

s
m

tt

P t
e λ +λ→∞

=  
( )

1 2

( )

( )0

( ) !
lim .

1

s
m s

tt

P t s a
e λ +λ→

⋅
= 	  (12)

Получим

1 2( ) 0 1 2
2 3 1

1 2 1 2 1 2 1 20

!1! 2!
( ) ... ,

( ) ( ) ( )
t m

m m
a m aa ae P t dt

∞
− λ +λ

+⋅ = + + + +
λ + λ λ + λ λ + λ λ + λ∫

	 0 1 2
2 2 3 1

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

!1! 2!1 1 ... .
! ! ( ) ( ) ( )

m
m

a m aa aM
k k k k +

 
= ⋅ ⋅ + + + + ⋅ ⋅ λ + λ λ + λ λ + λ λ + λ 

	 (13)

4. Показатели для частных случаев распределений пешеходных потоков
Пусть к переходу с двух сторон стекают два пешеходных потока. Используя выведен-

ные формулы (6), (7), (10) и (13), получим результаты для наиболее часто встречающихся 
на практике частных случаев:

1) оба потока кластеров пешеходов распределены по показательным законам с параме-
трами λ1 и λ2 соответственно (то есть k1 = k2 = 1):

( )( )1 2 1 2
(2)

( )( ) 1 1t t t
rF t e e e−λ −λ − λ +λ= − = −  – интегральная функция распределения интерва-

лов R(2) между двумя последовательными прибытиями пешеходов к перекрестку (безраз-
лично, в каком направлении);

( ) 1 2
(2)

( )
1 2( ) t

rf t e− λ +λ= − λ + λ  – плотность распределения величины R(2);
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2
1 2

1M =
λ + λ

 – математическое ожидание величины R(2).

2) оба потока кластеров пешеходов распределены по закону Эрланга с  параметра-
ми λ1 и λ2 соответственно и k1 = k2 = 1:

( ) ( )( )1 2
(2)

2
( ) 2

1 2 1 2
1( ) 1 1

2 2!
t

rF t e t t− λ +λ == − λ λ + λ + λ +  ⋅
  – интегральная функция рас-

пределения величины R(2);

( )( ) ( )( )( )1 2
(2)

2
2( ) 2

1 2 1 2 1 2 1 2
1( ) 2

2 2!
t

rf t e t t− λ +λ = − − λ + λ λ λ + − λ + λ + λ λ  ⋅
  – плотность 

распределения величины R(2);

( )
2

1 2
2 2

1 2

21
2 2!

M λ λ =   ⋅ λ + λ
 – математическое ожидание величины R(2).

Заключение 
В данной статье разработан алгоритм 

автоматизированного разбиения пешеходов 
в потоке на кластеры и метод определения 
параметров случайного потока в  этом слу-
чае. Аналитический аппарат, полученный 
в пунктах 3 и 4, позволяет определять пара-
метры пешеходных потоков, прибывающих 
к пешеходному переходу. Причем результат 
получается в  режиме реального времени, 
что позволяет применять модель в  интел-
лектуальных транспортных системах. 
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