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Обыкновенные дифференциальные уравнения – один из центральных и ведущих разделов курса выс-
шей математики в политехническом вузе. История дифференциальных уравнений насчитывает уже более 
трехсот лет и успешно доказала, что этот аппарат математики чрезвычайно эффективен не только для ис-
следования задач механики, в первую очередь динамики, но и для электротехники, радиотехники, теории 
колебаний, теории управления и регулирования, гидродинамики. Сегодня дифференциальные уравнения на-
ходят применение в химии, биологии, экономике, медицине. В настоящей статье обсуждаются актуальные 
вопросы содержания курса обыкновенных дифференциальных уравнений в техническом вузе, на изучение 
которого отводится небольшое количество часов. Предлагается наряду с  изложением теории на лекциях 
и практических занятиях по каждой технической специальности демонстрировать основные теоретические 
понятия дифференциальных уравнений на ряде эталонных значимых для практики моделей. Выработку та-
ких эталонных моделей можно осуществить в контакте с преподавателями профильных кафедр. Кроме того, 
предлагается включить в учебные программы элементы качественного анализа дифференциальных уравне-
ний как методы, находящие в настоящее время большое значение, развитие и распространение. Такое из-
ложение предмета позволит мотивировать студента к обучению данной дисциплине, использовать учебное 
время с большей эффективностью и будет способствовать формированию в курсе математики необходимых 
инженерных компетенций.
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Оrdinary differential equations are one of the Central and leading topics of the higher mathematics course at 
the Polytechnic University. History of differential equations has more than three hundred years and successfully 
proved that this unit of mathematics is extremely effective not only for the study of problems of mechanics, primar-
ily speakers, but also for electrical engineering, radio engineering, vibration theory, control theory and regulation 
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current issues of the content of the course of ordinary differential equations in a technical University, which takes a 
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and practical classes for each technical specialty. The development of such reference models can be carried out in 
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В условиях научно-технического про-
гресса и  постоянно растущего потока на-
учной информации в  образовательном 
процессе необходимыми шагами являют-
ся постоянный поиск новых эффективных 
форм обучения и  переосмысление учебно-
го материала с  целью корректировки его 
подачи и  объемов. Ясно также, что было 
приемлемо и целесообразно в образовании 
20–30 лет назад, сегодня требует редакции. 
Главное при этом дать будущему специ-
алисту фундаментальные знания и ограни-
чить его от прослушивания второстепенных 
и  малозначимых фактов теории, изучение 
которых может быть либо опущено вовсе, 

либо отдано на самостоятельную работу. 
Говоря точнее, учить надо тому, что яв-
ляется по-настоящему важным, трудным 
и  актуальным. Второй немаловажной про-
блемой, стоящей сегодня в  преподавании, 
является сокращение разрыва между учеб-
ным курсом, в данном случае курсом обык-
новенных дифференциальных уравнений, 
и  современным состоянием науки. Нельзя 
ограничиваться изложением научных фак-
тов прошлого века, не знакомя с современ-
ными достижениями науки. Следующей 
проблемой является то, что по целому ряду 
объективных причин, сегодня на изучение 
обыкновенных дифференциальных урав-
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нений (ОДУ) во многих технических вузах 
отводится, прямо скажем, недостаточно 
времени. На повестку дня встают два во-
проса: чему учить и  как, если в  учебной 
программе предусмотрено 12–15 лекций 
и 15–20 практических занятий, а материал 
столь обширен. Ясно, что для таких втузов 
в  сложившихся обстоятельствах необходи-
ма выработка новых концепций изложения, 
как теории ОДУ, так и практики. 

Целью статьи является анализ проблем 
содержания курса дифференциальных урав-
нений втуза с малым количеством учебных 
часов и пути их решения, а также обоснова-
ние необходимости включения в тематиче-
ские планы курсов математики втузов эле-
ментов качественного анализа нелинейных 
систем как важнейшего аппарата современ-
ной теории дифференциальных уравнений 
и нелинейной динамики. 

Возможные пути решения проблем
Обсуждаемые проблемы многогранны, 

и все их аспекты нам не удастся обсудить. 
Остановимся на некоторых из них, относя-
щихся к содержанию существующих учеб-
ных программ учебного курса ОДУ и  вы-
скажем некоторые критические замечания. 

Курс ОДУ начинается с изучения уравне-
ний первого порядка. Думается, что методы 
интегрирования дифференциальных уравне-
ний первого порядка, сводящиеся к квадра-
турам, должны быть вынесены на практиче-
ские занятия. На лекциях должны остаться 
общие вопросы теории уравнений первого 
порядка (типы уравнений, понятия о  част-
ном, общем и  особом решениях, задачи, 
теоремы) и,  возможно, ряд геометрических 
задач. На практике необходимо рассмотреть 
основные типы уравнений, но увлекаться ин-
тегрированием разных типов искусственно 
созданных примеров уравнений первого по-
рядка, коих существует великое множество, 
также не следует. На лекциях при изложении 
дифференциальных уравнений высших по-
рядков наряду с  общей кратко изложенной 
теорией, должны найти отражение матема-
тические модели, за которыми стоят реаль-
ные физические процессы. На этих моде-
лях надо демонстрировать понятия, задачи, 
утверждения, а  также  – приемы и  методы 
исследования. Это позволит оживить из-
ложение, более эффективно и  рационально 
использовать учебное время и сблизить ма-
тематику с  ее инженерными приложения-
ми. Тем самым на наш взгляд будет усилена 
и  мотивация учащихся к  изучению одного 
из центральных разделов математики. При 
этом здесь не идет речь о замене математи-
ки ее приложениями. В основной части из-
ложение должно вестись строгим научным 

языком с использованием принятой научной 
лексики. Здесь наряду с основными поняти-
ями и теоремами должны найти отражение: 
вопросы теории устойчивости решений, 
линеаризации уравнений, элементы теории 
бифуркаций, методы фазовой плоскости, 
малого параметра и  усреднения, а  также 
разностные схемы и  дискретные отображе-
ния, т.е. те вопросы, которые естественным 
образом возникают при анализе любой тех-
нической задачи описываемой дифферен-
циальными уравнениями. На наш взгляд, 
на математических кафедрах втузов для каж-
дой специальности должны быть отобраны 
эталонные модели, изучение которых долж-
но быть обязательным либо на лекциях, либо 
на практических занятиях. Определение та-
ких моделей надо обсудить с  преподавате-
лями специальных кафедр на совместных 
совещаниях преподавательского состава. На-
пример, для студентов электротехнического 
и радиотехнического профилей имеет смысл 
включить в  тематические планы лекций 
и практических занятий исследование следу-
ющих математических моделей

( , )
,

( , )
x ax by p x y
y cx dy q x y

= + +
 = + +





" ' ( ),y y g y+ µ = −

2 2" 0,y y y+ ω + α =

2 3" ' 0,y y y y+ µ + ω + α =

2" ' sin 0,y y y+ µ + ω =

2 2" ( 1) ' 0.y y y y+ µ − + ω =

Эти модели чрезвычайно важны для 
формирования «нелинейного мышления» 
инженера. Их необходимо исследовать 
с  учетом параметров и желательно разны-
ми методами: малого параметра, усредне-
ния, фазовой плоскости. Такой объемный 
взгляд на одни и те же модели очень поле-
зен и  формирует глубокое знание. Кроме 
того, параллельно с  теоретическим иссле-
дованием необходимо организовать и  ком-
пьютерный практикум с  целью выработки 
у студентов навыков моделирования реше-
ний на экране монитора с разными началь-
ными данными и  значениями параметров, 
а также исследованием дифференциальных 
систем, как в  фазовом пространстве, так 
и  в  расширенном фазовом пространстве. 
Средства визуализации решений и  траек-
торий, которые присутствуют в  современ-
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ных пакетах прикладных программ, несут 
неоспоримую помощь в  освоении теории 
и реализуют эффективную обратную связь. 
Необходимо при этом помнить, что для 
будущего исследователя-прикладника ин-
струментами должны выступать качествен-
ный анализ математической модели, вы-
числительный эксперимент, имитационное 
моделирование [1]. 

Что касается изложения теории линей-
ных систем, то этот раздел необходимо из-
ложить с особой тщательностью и полнотой, 
ибо к  нему сводится огромное количество 
технических задач, и, кроме того, начальный 
этап исследования любой нелинейной задачи 
сводится к ее линеаризации, а следовательно, 
к линейной системе. Курс обыкновенных диф-
ференциальных уравнений должен в  обяза-
тельном порядке заканчиваться хотя бы крат-
ким знакомством с  некоторыми проблемами 
современной теории дифференциальных 
уравнений – с конкретными содержательны-
ми математическими примерами-моделями, 
над которыми работает современная наука.

Учитывая, что множество дифференци-
альных уравнений, допускающих интегри-
рование в замкнутом виде, мало, возрастает 
роль приближенных методов: численных, 
асимптотических и  качественных. Эти по-
следние методы в  существующих учеб-
ных программах втузов отображены слабо. 
Именно на некоторых элементарных прие-
мах качественного анализа дифференциаль-
ных уравнений мы и  хотим остановиться 
далее подробнее. Желательно, чтобы приво-
димые ниже соображения нашли отражение 
и в общем курсе математики.

О качественном анализе в курсе ОДУ
Рассмотрим систему из n автономных 

обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, записанную в нормальной форме

	 ( ), nx f x x M R= ∈ ⊂ .	  (1)

Здесь ( ) ( )( )1 1, ( ), , ( )  nf x f x f x f x= …   – 
вектор правых частей, t – время,

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nx t x t x t x t= …   – вектор 
неизвестных, 

( ) ( )1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t x t= … −     вектор про-
изводных по времени t.

 Предполагается, что функции fk(x) – не-
прерывно дифференцируемы в M и каждое 
решение системы (1) определено при всех 
t ≥ 0. Это предположение не является огра-
ничительным, так как заменой времени 
в  системе уравнений этого всегда можно 
достичь. Заметим, что, задание системы (1) 
эквивалентно заданию векторного поля f(x) 
на множестве nM R⊂ . 

Основы общего качественного анализа 
дифференциальных уравнений были зало-
жены в конце XIX в. в трудах А. Пуанкаре 
и  существенно продвинуты в  части иссле-
дования устойчивости решений А.М.  Ля-
пуновым [2, 3]. За последующие годы эта 
ветвь дифференциальных уравнений пре-
вратилась в  мощный исследовательский 
аппарат. Продолжателями этой науки было 
получено множество важных результатов, 
изданы десятки монографий и учебников. 

Идея качественных методов исследования 
дифференциальных уравнений весьма проста 
и заключается в исследовании свойств реше-
ний по структуре дифференциальных урав-
нений, не находя всей совокупности самих 
решений. Пуанкаре и Ляпунов первыми обра-
тили внимание, что за основу новых методов 
нужно взять исследование векторного поля 
системы уравнений, так как поле порождает 
расслоение фазового пространства на траек-
тории. А поле можно исследовать с помощью 
различных по конструкции дифференциру-
емых функций, поверхности уровня кото-
рых по отношению к полю являются транс-
версальными – поле на которых направлено 
в  одну сторону и  не является касательным 
к ним. Эта геометрическая сторона качествен-
ной теории стала понятной, когда Ляпунов 
ввел понятие производной в  силу системы 
дифференциальных уравнений от специально 
сконструированных функций, которые сегод-
ня носят его имя. Позднее функции Ляпунова 
были обобщены, но их назначение осталось 
прежним  – изучение поля, а следовательно, 
свойств всей совокупности решений, не зани-
маясь поиском самих решений. 

Далее, не вдаваясь в теорию, на конкрет-
ном и чрезвычайно важном и познаватель-
ном примере излагаются некоторые приемы 
качественного исследования дифференци-
альных уравнений. Преследуется ознако-
мительная цель – введение в круг вопросов 
качественного анализа, при этом делает-
ся упор на те понятия, которые студентам 
первого и второго курса хорошо известны. 
Таким образом, малыми средствами делает-
ся введение в класс важных задач исследо-
вания математических моделей. Думается, 
что такой подход обоснован, учитывая ма-
лый ресурс времени, отводимый на изложе-
ние дифференциальных уравнений в общем 
курсе высшей математики втуза. 

Приведем теперь некоторые определе-
ния из теории устойчивости [4–6].

Определение 1. Пусть система (1) име-
ет единственное положение равновесия 
x = a (f(a) = 0) – асимптотически устойчивое 
по Ляпунову. Система (1) называется устой-
чивой в целом если любое ее решение стре-
мится к положению равновесия x = a. 
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Определение 2. Пусть в системе (1) не-
сколько положений равновесия. Система 
(1) называется глобально асимптотически 
устойчивой, если любое ее решение стре-
мится к некоторому положению равновесия.

Определение 3. Множество фазового 
пространства называется инвариантным, 
если оно состоит из целых траекторий.

Определение 4. Устойчивое положение 
равновесия и устойчивый предельный цикл 
называются аттракторами системы ОДУ. 

Среди дифференциальных систем, опи-
сывающих физически важные процессы, 
особую роль играют системы, для которых 
выполняется следующее свойство: траекто-
рии с течением времени входят в некоторую 
замкнутую область G фазового простран-
ства Rn и далее с течением времени не поки-
дают ее. Такие системы в  математической 
литературе называются диссипативными 
(диссипативными по Левинсону), а область 
G – областью диссипативности динамиче-
ской системы (рис. 1). Сформулируем стро-
гое определение.

Рис. 1. Область диссипативности

Определение 5. Система (1) называет-
ся диссипативной [4], если для любого на-
чального состояния x0∈Rn, найдется момент 
времени τ = τ(x0), такой, что при всех t ≥ τ 
выполняется включение x(t, x0)∈G. Отсюда, 
в частности, вытекает, что все решения си-
стемы определены на промежутке t ≥ 0 и нет 
решений, уходящих на бесконечность (ре-
шений типа «взрыва»).

Ясно, что доказательство диссипатив-
ности системы равносильно построению 
ее области диссипативности. При этом ис-
пользуются приемы, основанные на анали-
зе векторного поля f(x) и заложенные во вто-
ром методе А.М. Ляпунова.

Опишем идею построения таких об-
ластей. Для этого зададимся функцией, 
из заданного класса, например из класса, 
положительно определенных квадратичных 
форм V(x) = (x, Ax). Здесь x∈Rn, A – симме-

тричная квадратная n×n матрица. Поверх-
ности уровня таких функций V(x) = c – const 
являются, как известно, вложенными эллип-
соидами. Затем анализируется векторное 
поле f(x) системы на каждой из поверхно-
стей. Если векторное поле системы ориен-
тировано одинаково строго внутрь замкну-
той области для всех поверхностей уровня 
c ≥ c0, то система диссипативна и  можно 
утверждать, что { }0| ( , )nG x R x Ax c⊂ ∈ ≤ .

 Искусство нахождения такого семей-
ства поверхностей связано с  удачным вы-
бором матрицы квадратичной формы А. 
Минимальное значение c0 определяется 
из условия касания поля f(x) поверхности 
уровня V(x) = c0 в некоторой точке.

Замечание. Аналитически установить 
точную конфигурацию области диссипа-
тивности G динамической системы, как 
правило, не удается. Однако ее оценка  – 
множество ( , )x Ax c≤  полностью отвечает 
определению области диссипативности. 
Стремятся, как правило, найти ее луч-
шую оценку.

Для дальнейшего нам понадобится 
понятие производной от некоторой спе-
циальной функции V(x), в  силу системы 
дифференциальных уравнений (1). Исто-
рия возникновения этих функций восходит 
к  А.М. Ляпунову. Только у  Ляпунова они 
знакоопределенные. Здесь же мы не будем 
этим ограничиваться. Таким образом, эти 
специальные функции являются обобщени-
ями классических функций Ляпунова. 

Определение 6. Пусть V(x), x∈Rn – диф-
ференцируемая функция. Производной 
от функции V(x) в силу системы уравнений 
(1) называется 

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) grad . 
n

k
k k

V xV x f x V x f x
x=

∂= = ⋅
∂∑  (2)

Пример. Рассмотрим систему Э. Лорен-
ца [7, 8] 

	
( ),

,
,

x d x y
y rx y xz
z bz xy

 = − −
 = − −
 = − +







 	 (3)

где d > 0, b > 0 и r > 0 –параметры. Системе 
(3) посвящены десятки сотен статей, обзо-
ров и книг в связи с открытием в 1960-х гг. 
сложного поведения траекторий, назван-
ного детерминированным хаосом. В связи 
с этим явлением множество работ было по-
священо и оценкам ее области диссипатив-
ности [9, 10]. Далее мы приводим ряд про-
стых утверждений, доказательства которых 
элементарны и доступны любому студенту 
знакомому с  понятиями векторного поля, 
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градиента, скалярного произведения векто-
ров, критерием Сильвестра – знакоопреде-
ленности квадратичных форм.

Теорема 1. При r < 1 система (3) устой-
чива в  целом, т.е. все ее траектории стре-
мятся при t → +∞ к положению равновесия 
C0 (x = 0, y = 0, z = 0). 

Доказательство. Рассмотрим положи-
тельно-определенную функцию 

( ) ( ) ( )2 2 21, ,   0
2

dV x y z x y z V
r

 = + + >  
 (4)

и составим выражение 2V V+ λ , где λ  –  
пока неопределенный параметр:

( )

( )

2

2 2

2  

2 1 ( ) .

V V d x
d ddxy y b z
r r

+ λ = − − λ +

+ − − λ − − λ



Потребуем, чтобы квадратичная форма, 
стоящая в правой части, была определенно-
отрицательной. Следуя критерию Сильве-
стра это будет выполнено при 

( )( )10,  b 0,  1 0d d d
r

− λ > − λ > − λ − λ + > . (5)

Пусть { }0 min , ,1b dλ = . Тогда неравен-
ства (5) будут выполнены, если λ∈(1, λ0).  
Таким образом, 2 0V V+ λ <  при всех 
x, y, z кроме точки x = 0, y = 0, z = 0. От-
сюда 2V V< − λ . А так как V > 0, то 0V < .  
Последнее неравенство означает, что век-
торное поле на каждой из поверхностей 
V = С > 0, C = const направлено строго 
внутрь эллипсоида V = С. Это и доказывает 
утверждение теоремы. 

Следствие. При r < 1 область диссипа-
тивности представляет собой точку C0.

При r > 1  – в  системе (3) происходит 
первая бифуркация  – положение равнове-
сия C0 теряет устойчивость и из него рожда-
ются два устойчивых

( ) ( )1,2 ( 1 , 1 , 1)C x b r y b r z r= ± − = ± − = − ,

(этот факт проверяется через линеаризацию 
системы (3) в окрестности положения рав-
новесия) одновременно с  этим рождается 
и нетривиальная область диссипативности, 
размеры и форма которой зависят от значе-
ний параметров d > 0, b > 0 и r > 1. Для по-
строения области диссипативности систе-
мы (3) рассмотрим функцию

( ) 2 2 21 1 1, ,  ( )
2 2 2

V x y z x y z r
d

= + + − ,

заметив при этом, что поверхности уровня  
V = С этой функции представляют собой се-

мейство эллипсоидов, и вычислим ее произ-
водную в силу системы (3):

( )
2

2

2 2

1 3, ,  
2 4

.
2 4

V x y z x y y

r brb z

− = − − −  

 − − +  



Ясно, что уравнение 0V =  также задает 
эллипсоид, причем для внутренних точек 
эллипсоида ( ), , 0V x y z > , для точек вне эл-
липсоида ( ), , 0V x y z < .

Заметим, что условие ( ), ,V x y z =  
grad ( , , ) ( , , ) 0V x y z f x y z= ⋅ <  геометрически 

означает, что векторное поле f(x, y, z) на по-
верхности V(x, y, z) = C направлено внутрь 
эллипсоида. Совершенно ясно, что если все 
поверхности V(x, y, z) = C > C0 будут содер-
жать внутри себя эллипсоид ( ), , 0V x y z = , 
то областью диссипативности будет множе-
ство V(x, y, z) < C0, а  это и  доказывает, что 
система Лоренца (3) является диссипатив-
ной в смысле определения 2. 

При доказательствах теорем теории 
устойчивости большую роль играют поверх-
ности без контакта. Следующая теорема дает 
оценку области диссипативности снизу.

Теорема 2. При d > b имеют место сле-
дующие неравенства:

	 ( ) ( )21 lim 0, 
2t

z t x t
d→+∞

 − ≥  
 	 (6)

	 ( ) lim 0. 
t

z t
→+∞

≥  	 (7)

Доказательство. Рассмотрим функ-
цию ( ) 21, ,

2
V x y z z x

d
= −  и  вычислим 

( ) 2, ,V x y z x bz= − . Во множестве 0V >  
рассмотрим цилиндрические поверхности 
V = C < 0. Они оказываются бесконтактны-
ми с  направлением поля в  полупростран-
ство V > C. А это и доказывает неравенство 
(6). Из (6) автоматически следует (7). 

Теорема 3. При d = 2b система (3) гло-
бально асимптотически устойчива.

Доказательству теоремы предпошлем 
следующие простые утверждения.

Лемма 1. При d = 2b система Лоренца 
имеет инвариантное множество, т.е. множе-
ство, состоящее из целых траекторий. 

21 0W z x
b

≡ − = .

Доказательство проводится непосред-
ственной проверкой.

Лемма 2. При d = 2b система Лоренца 
на множестве W = 0 – глобально асимптоти-
чески устойчива.
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Доказательство. Полагая в  (3) d = 2b, 
получим, что третье уравнение становится 
тождественным первому. При этом полу-
ченная двумерная система описывает из-
вестное уравнение Дуффинга, глобально 
устойчивое при этих параметрах. 

Доказательство теоремы 3 вытека-
ет из лемм 1, 2 и  того факта, что в  обла-
сти W > 0 выполняется 0W < , а в области 
W < 0 выполняется 0W > .

На этом мы закончим обсуждение систе-
мы Лоренца. Отметим только, что она таит 
очень много интересных эффектов, среди 
которых есть явление странного аттракто-
ра  – инвариантного множества, которое, 
с одной стороны, притягивает все траекто-
рии и  одновременно отталкивает их. При 
этом весь этот сложный сценарий разыгры-
вается как раз в области диссипативности, 
о  существовании которой мы уже сказали 
выше. Почувствовать это понятие диффе-
ренциальных уравнений можно, если при-
бегнуть к численному эксперименту, впер-
вые проделанному Э. Лоренцом в  1963 г. 
(рис. 2). Феномен странного аттрактора был 
обнаружен им при следующих значениях 
параметров 8 , 10, 28

3
b d r= = = .

Рис. 2. Аттрактор Лоренца

Заключение
Подводя итог сказанному, зададимся 

вопросом. Должен ли курс обыкновенных 
дифференциальных уравнений быть уни-
версальным для всех технических специаль-
ностей конкретного технического вуза? Воз-
можно, да, если на его изложение отводится 
достаточное время. Однако проблема дефи-
цита времени хорошо известна преподава-
телям высшей школы. Поэтому ответ на по-
ставленный выше вопрос отрицательный. 
Объясняется это в первую очередь тем, что 
изложение теории чисто формально, строго, 
подробно и в общем виде не оставит време-
ни на изложение важных математических 

моделей, рассмотрение которых необходимо 
сделать с точки зрения специальности, по ко-
торой происходит обучение. В силу сказан-
ного мы рекомендуем во главу угла ставить 
не формальную теорию, а  содержательные 
тщательно отобранные примеры, на кото-
рых и  демонстрировать понятия, теорию, 
алгоритмы и приемы решения. Кроме того, 
не надо забывать, что студенческая аудито-
рия технического вуза  – это не аудитория 
будущих математиков. Для будущего инже-
нера дифференциальные уравнения в  пер-
вую очередь является инструментом иссле-
дования математических моделей объектов, 
технических систем, реальных процессов. 
При этом студент обретет определенную мо-
тивацию к  обучению, если он увидит хотя 
бы слабую, но связь лекционного материала 
и  практических занятий со своей будущей 
специальностью или если он почувству-
ет, что ему это в дальнейшем может приго-
диться. В противном случае обучение будет 
малоэффективным, формальным и не будет 
способствовать главной цели  – развитию 
творческого начала будущего специалиста. 
И последнее: учитывая, что класс диффе-
ренциальных уравнений, интегрируемых 
в  замкнутом виде, ограничен, а  многочис-
ленные практические задачи приводят, как 
правило, к  неинтегрируемым уравнениям, 
мы предлагаем в последней теме курса диф-
ференциальных уравнений втузов включить 
изложение, хотя бы на элементарном уровне, 
элементов качественного анализа, позволя-
ющих не интегрируя уравнения выносить 
суждение о  свойствах решений, а  это, как 
отмечалось выше, порой важнее знания са-
мих решений.

Список литературы
1. Морозов  А.В. О компьютерном моделировании ко-

лебательных систем с одной степенью свободы на фазовой 
плоскости  // Современные наукоемкие технологии. 2019. 
№ 8. С. 147–152.

2. Треногин  В.А. Обыкновенные дифференциальные 
уравнения. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2009. 312 с.

3. Аносов  Д.В. Дифференциальные уравнения: то ре-
шаем, то рисуем. М.: МЦНМО, 2010. 200 с.

4. Коддингтон Э., Левинсон Н. Теория обыкновенных 
дифференциальных уравнений. М.: Иностранная литерату-
ра, 1958. 474 с.

5. Арнольд  В.И. Геометрические методы в  тео-
рии обыкновенных дифференциальных уравнений. М.: 
МЦНМО, 2012. 304с.

6. Малкин  И.Г. Теория устойчивости движения. М.: 
Едиториал УРСС, 2017. 432 с.

7. Неймарк Ю.И., Ланда П.С. Хаотические и стохастиче-
ские колебания. М.: Книжный дом «ЛИБРОКОМ», 2009. 424 с.

8. Малинецкий Г.Г. Математические основы синергети-
ки: Хаос, структуры, вычислительный эксперимент. Изд. 7-е 
М.: Книжный дом «ЛИБРОКОМ», 2012. 312 с.

9. Koksch  N., Leonov  G.A., Morozov  A.V, Ponomaren-
ko D.V. Zun Eingrenzung des Lorenz-Attraktors durch die An-
wendung der nichtlokalen. ZAMM. Z. angew. Math. Mech. 70. 
1990. № 2. Р. 117–127.

10. Леонов Г.А., Морозов А.В. О глобальной устойчи-
вости стационарной генерации в  мазерах // Радиотехника 
и электроника. 1987. Т. 32. № 9. С. 1915–1921.


