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В современной теории управления при описании движения беспилотного летательного аппарата 
(БПЛА) увеличивается потребность в получении и использовании универсальных математических моделей, 
с различной степенью полноты этих описаний. Целью работы является получение модели, учитывающей 
влияние перекрестных связей, и оценка этого влияния на точность модели. Рассматривается математическая 
модель пространственного движения БПЛА типа квадрокоптер с учетом возмущений и перекрестных связей 
из-за наличия гироскопических моментов при вращении аппарата, двигателей и пропеллеров. Выводится 
система дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши, описывающая движение БПЛА в трех-
мерном пространстве. Производится получение ее частного случая без учета возмущений и перекрестных 
связей. Осуществляется линеаризация упрощенной модели. Осуществляется формирование линеаризован-
ной системы дифференциальных уравнений, описывающей движение в вертикальной плоскости. Исследу-
ются результаты моделирования движения БПЛА варианта с учетом возмущений и перекрестных связей, 
а также варианта без их учета. Осуществляется оценка влияния перекрестных связей на движение БПЛА. 
По результатам моделирования можно дать рекомендации по использованию полученной системы с учетом 
перекрестных связей, поскольку данная система повышает точность описания движения квадрокоптера.
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In modern control theory, when describing the movement of an unmanned aerial vehicle (UAV), there is an 
increasing need for obtaining and using universal mathematical models, with varying degrees of completeness of 
these descriptions. The aim of the work is to obtain a model that takes into account the effect of cross-links, and to 
estimate this influence on the accuracy of the model. A mathematical model of the spatial motion of an unmanned 
aerial vehicle (UAV) of the quadrotor type is considered, taking into account disturbances and cross-connections 
due to the presence of gyroscopic moments during the rotation of the vehicle, engines and propellers. A system of 
differential equations in the normal form of Cauchy describing the motion of the UAV in three-dimensional space is 
derived. Its special case without taking into account disturbances and cross-connections is obtained. The simplified 
model is linearized. The formation of a linearized system of differential equations describing the motion in the 
vertical plane is carried out. The results of the simulation of the UAV motion of the variant taking into account 
disturbances and cross-links, as well as the variant without them are investigated. The evaluation of the influence of 
cross-connections on the movement of the UAV is occurred. According to the simulation results, recommendations 
can be made on the use of the resulting system with regard to cross-links, since this system improves the accuracy 
of the description of the quadcopter motion.
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В связи с  ростом научно-прикладного 
интереса к  тематике применения беспилот-
ных летательных аппаратов (БПЛА) мульти-
роторного типа увеличивается потребность 
в  получении и  использовании универсаль-
ных математических моделей, описываю-
щих движение БПЛА с различной степенью 
полноты этих описаний [1]. Большинство 
авторов предпринимает попытки описания 
движения БПЛА с помощью систем линеа-

ризованных уравнений, поскольку для нели-
нейных уравнений затруднен аналитический 
синтез системы управления [2, 3]. Описание 
математической модели движения БПЛА 
с  помощью уравнений Ньютона  – Эйлера 
с учетом перекрестных связей представлено 
в [4–6]. C помощью обобщенных координат 
и  метода Лагранжа формируется математи-
ческая модель движения БПЛА в работе [7]. 
Линеаризованные и  упрощенные модели 
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движения БПЛА лежат в основе синтеза ре-
гуляторов и фильтров: LQR-регуляторов  [8], 
LQG-регуляторов [9], фильтра Калмана [10], 
L1-оптимизации [11]; управление со скользя- 
щим режимом [12, 13]. В работе [14] рассма-
тривается синтез регуляторов с  помощью 
линеаризации обратной связью.

В большинстве работ после получения 
систем управления, синтезированных с  ис-
пользованием упрощенных моделей, не вы-
полняется оценка влияния исключенных из 
рассмотрения факторов. При синтезе систем 
автоматического управления движением 
БПЛА с использованием упрощенных моде-
лей необходимо учитывать их адекватность. 

Цель работы – получение модели, учи-
тывающей влияние перекрестных связей, 
и оценка этого влияния на точность модели.
Математическая модель движения БПЛА

На рис. 1 показаны взаимные распо-
ложения нормальной земной и  связанной 
систем координат, положительные направ-
ления отсчета углов рыскания, тангажа 
и крена, сила тяги и моменты, создаваемые 
винтами, направления вращения винтов. 

Переход из связанной системы коорди-
нат (с.к.) в нормальную земную с.к. возмож-
но выполнить с  использованием матрицы 
перехода [15]:

cos cos cos cos sin sin sin sin cos sin cos sin
sin cos cos sin cos ,

cos sin cos sin sin sin cos sin sin sin cos cos

ϑ ψ − γ ψ ϑ + γ ψ γ ψ ϑ + γ ψ 
 = ϑ γ ϑ − γ ϑ 
 − ϑ ψ γ ψ ϑ + γ ψ − γ ψ ϑ + γ ψ 

r

где ϑ – угол тангажа, γ – угол крена, ψ – угол рыскания. 
При моделировании БПЛА приняты следующие допущения: БПЛА симметричен; 

центр масс расположен в начале координат связанной системы; коэффициенты силы тяги 
винтов равны; коэффициенты моментов, создаваемых винтами, равны. Перекрестные свя-
зи представлены гироскопическими моментами, возникающими при вращении БПЛА.

В силу симметрии тензор инерции БПЛА имеет вид

0 0
0 0 ,
0 0

x

y

Z

I
I

I

 
 =  
  

i

где Ix, Iy, Iz – осевые моменты инерции БПЛА.

Рис. 1. Системы координат
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Сила тяжести в земной с.к.: [ ]0, , 0 ,Tmg= −gg  где m – масса БПЛА, g – ускорение 
силы тяжести. Сила сопротивления воздуха в земной с.к.: , , ,

T

x y zf f f = − − − gf  где fx, 
fy, fz – проекции силы сопротивления воздуха в земной с.к. Сила тяги в связанной с.к.:
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где P – суммарная тяга, Pi – сила тяги i-го винта, 
iPc  или ki – коэффициент силы тяги i-го 

винта, ri – радиус i-го винта, Si – площадь ометаемой лопастями i-го винта поверхности, 
ρ – плотность воздуха, ca – коэффициент подъемной силы винта.

Сила тяги в нормальной земной с.к.: , ,
g g gx y zP P P = = g bp rp .

Уравнение динамики движения центра масс БПЛА в нормальной земной с.к.:

.

Уравнение динамики движения ц.м. БПЛА в нормальной земной с.к. в проекциях на 
оси этой с.к.:
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Угловая скорость вращения БПЛА в  связанной с.к.: , ,x y zw w w =  bw , где wx, wy, 
wz – проекции вектора угловой скорости аппарата в связанной с.к. Производная угловой 
скорости вращения БПЛА в связанной с.к.: , где εx, εy, εz – проекции про-
изводной вектора угловой скорости аппарата в связанной с.к.

Вектор кинетического момента: .=b bK iw  Производная кинетического момента: 
 Изменение кинетического момента: ,+ × =

bb b b RK w K m  где 
brm  – результиру-

ющий момент в связанной с.к.
Уравнения динамики углового движения в связанной с.к. можно записать в виде
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	 (3)
где , ,

x y zR R RM M M  – проекции результирующего момента.
Результирующий момент состоит из момента, создаваемого винтами, и гироскопиче-

ских моментов двигателей и винтов. В этой работе инерционность винтов не учитывается.
Проекции результирующего момента с учетом моментов, создаваемых винтами, гиро-

скопических моментов двигателей и винтов и возмущающих моментов определяются как 
сумма соответствующих проекций:
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Используя кинематические уравнения Эйлера, изменения углов Эйлера определяются 
через проекции угловой скорости следующим образом:

	 ( )
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Таким образом, система нелинейных дифференциальных уравнений в  форме Коши 
имеет следующий вид:
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где x1 = x, 2x x=  , x3 = y, 4x y=  , x5 = z, 6x z=  , x7 = wх, 8 xx w=  , x9 = wy, 10 yx w=  , x11 = wz, 
12 zx w=  , x13 = γ, x14 = ψ, x9 = wy, x15 = ϑ.

Математическая модель БПЛА (6) без учета возмущений и перекрестных связей в свя-
занной системе координат в форме Коши может быть записана следующим образом:
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Упрощенная математическая модель (7) может быть записана следующим образом:
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Сила тяги и управляющие моменты для системы уравнений (8):
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Квадраты угловых скоростей вращения винтов, необходимые для создания управляю-
щих моментов и силы тяги, могут быть выражены следующим образом:
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Таким образом, задача управления БПЛА может быть сведена к задаче определения по-
требных силы тяги и управляющих моментов.

Выполним линеаризацию математической модели движения БПЛА в пространстве без 
учета перекрестных связей и возмущений (7) в соответствии с [16]:
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где 1u P≡ , 2 qxu M≡ , 3 qyu M≡ , 4 qzu M≡ ; здесь аргументы тригонометрических функций 
имеют смысл выбранной рабочей точки.
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Для нулевой рабочей точки (11) примет вид
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Из анализа (12) следует, что для линеаризованной модели при нулевых начальных ус-
ловиях возможно выполнить разделение на движение в двух ортогональных вертикальных 
плоскостях и независимое движение вокруг ц.м. по каналам тангажа, крена и рыскания. 
При этом для линеаризованной модели канал рыскания не оказывает влияния на движение 
в вертикальной плоскости и может рассматриваться отдельно.

Математическая модель движения БПЛА в вертикальной плоскости может быть полу-
чена из упрощенной математической модели движения БПЛА в пространстве (12).

В силу симметрии аппарата рассмотрим движение вдоль оси x:
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Выполним замену переменных и запишем систему уравнений (13) в форме Коши:
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где x1 – боковое перемещение, x2 – скорость бокового перемещения, x3 – высота, x4 – ско-
рость изменения высоты, x5  – угол тангажа, x6  – скорость изменения угла тангажа, u1  – 
управляющее ускорение (сила тяги), u2 – управляющий момент.

Выполним линеаризацию математической модели движения БПЛА в  вертикальной 
плоскости (14) в соответствии с [17]:
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здесь аргументы тригонометрических функций имеют смысл выбранной рабочей точки.
Для нулевой рабочей точки (15) примет вид
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Исходные данные для моделирования

Моделирование выполняется для систем уравнений (6) и (7) для последующего анализа 
и сравнения движения БПЛА с учетом и без учета перекрестных связей.

При выполнении моделирования используются исходные данные, представленные 
в табл. 1. Эти данные аналогичные исходным данным в [18]. Аэродинамическое сопротив-
ление при отсутствии возмущений носит диссипативный характер и при моделировании 
не учитывалось. На управляющие ускорения по каналам крена uγ, рыскания uψ и тангажа 
uϑ наложены ограничения u aγ γ ≤   , u aψ ψ ≤   , [ ]u aϑ ϑ≤  соответственно. На желаемое 
ускорение, создаваемой силой тяги наложено ограничение [ ]d dP P≤ .

Желаемые значения углов тангажа и крена изменялись во времени следующим образом:

	 ( ) ( ), 3 , 3
, ,

0, 3 0, 3d d

t t
t t

t t
∆ϑ < ∆ϑ < 

ϑ = γ = ≥ ≥ 
	 (17)

где Δϑ – желаемое значение угла тангажа и крена.
Система управления ориентацией БПЛА построена с  использованием двух 

ПИД‑регуляторов для канала крена и тангажа. Для обоих каналов используются коэффи-
циенты: kP = 4, kD = 4. Управление по каналу рыскания не производится.

Желаемые управляющие моменты по каналам крена и тангажа можно определить:
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при этом qxM uϑ= , qzM uγ= , qyM uψ= .
Система управления движением ц.м. БПЛА построена с использованием ПД-регулятора 

для канала высоты: kP = 6, kD = 4,5. Отсюда желаемая сила тяги:
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По полученным желаемым управля-
ющим ускорениям и силе тяги по (10) вы-
числяются необходимые угловые скорости 
вращения винтов.

Таблица 1
Параметр Значение Размерность

g 9,81 м/с2

m 0,468 кг
l 0,225 м
k 2,98∙10-6 рад
b 1,140∙10-7 рад
IM 3,357∙10-5 кг×м2

Ix 4,856∙10-3 кг×м2

Iy 8,801∙10-3 кг×м2

Iz 4,856∙10-3 кг×м2

ωi [300, 900] рад/с
[aγ], [aψ], [aϑ] 1 рад/с2

[uy] 19,62 м/с2

Моделирование движения БПЛА вы-
полнялось в программном пакете MATLAB. 
В качестве метода численного интегрирова-
ния использовался метод Эйлера с  фикси-
рованным шагом 0,001 с.

Результаты моделирования  
движения БПЛА

На рис. 2 представлены результаты мо-
делирования движения БПЛА с  учетом 
и без учета перекрестных связей.

Оценка влияния перекрестных свя-
зей на движения БПЛА производится по 
двум критериям: Δψ  – значение угла ры-
сканья в  конце моделирования для моде-
ли, описываемой системой уравнений; 
Δε  – «промах», расстояние между поло-
жением БПЛА в  горизонтальной плоско-
сти в  конце моделирования для моделей, 
описываемых системами уравнений и со-
ответственно.

Желаемое значение углов тангажа и кре-
на Δϑ изменяется от 0 ° до 25 ° с шагом 1 °.
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На рис. 3 представлены: зависимость 
величины критерия Δψ от Δϑ, зависимость 
величины критерия Δε от Δϑ и зависимость 
величины критерия Δε от дальности пере-
лета ρ в конце моделирования. Зависимости 
были интерполированы на интервале меж-
ду точками.

Из анализа рис. 3 следует, что с увели-
чением желаемого угла тангажа происхо-
дит нелинейный рост угла рыскания и  не-
линейный рост «промаха». При этом при 
значении желаемого угле тангажа более 
10 ° «промах» превышает 1 м на расстоянии 
102,1 м от точки (0;0) (11 °– 1,257 м).

Рис. 2. Результаты моделирования движения БПЛА с учетом перекрестных связей (слева)  
и без учета перекрестных связей (справа)
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Рис. 3. Оценка влияния перекрестных связей  
на движение БПЛА

Заключение
Разработана математическая модель 

БПЛА как объекта управления с  учетом 
и  без учета возмущений и  перекрестных 
связей в пространстве. Получена математи-
ческая модель движения БПЛА в вертикаль-
ной плоскости. Получены линеаризованные 
математические модели движения БПЛА 
в  пространстве и  в  вертикальной плоско-
сти. Выполнено моделирование движения 
БПЛА в пространстве с учетом и без учета 
перекрестных связей и  проведена оценка 
влияния этих связей.

По результатам моделирования можно 
сделать рекомендации по использованию 
полученной системы с  учетом перекрест-
ных связей, поскольку данная система по-
вышает точность описания движения ква-
дрокоптера.

Работа выполнена при поддержке гран-
та ФГБУ «Фонд содействия развитию ма-
лых форм предприятий в  научно-техниче-
ской сфере» (Фонд содействия инновациям) 
(Договор № 12089ГУ2/2016).
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