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Математическими образами периодических процессов в непрерывных динамических системах высту-
пают замкнутые траектории (циклы) в соответствующем фазовом пространстве – пространстве состояний 
математической модели. В связи с этим возникает актуальная задача нахождения как устойчивых, так и не-
устойчивых циклов, а также анализ зависимости поведения динамических систем в целом от параметров. 
В данной статье на физическом уровне строгости проводится анализ автоколебательных режимов в гене-
раторе, описываемом обобщенным уравнением Ван-дер-Поля. Рассматриваемая математическая модель 
описывает мягкий режим возбуждения генератора колебаний. При этом положение равновесия в начале 
координат будет неустойчивым, внутренний цикл – устойчивым и отвечать рабочему режиму генератора, 
а внешний цикл – неустойчивым и образовывать границу области притяжения устойчивого цикла. Исполь-
зуемый метод Ван-дер-Поля носит эвристический качественный характер и применяется для колебательных 
систем только с одной степенью свободы. Его использование в рассматриваемой задаче позволяет рассмо-
треть ряд вопросов бифуркационного анализа, связанных с взаимным расположением циклов на фазовой 
плоскости. Простая модификация рассматриваемой в статье модели позволяет провести анализ системы и 
с жестким возбуждением колебаний.
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Mathematical images of periodic processes in continuous dynamic systems are closed trajectories (cycles) in 
the corresponding phase space – the space of States of the mathematical model. In this regard, there is an urgent 
problem of finding both stable and unstable cycles, as well as the analysis of the dependence of the behavior of 
dynamic systems on the parameters as a whole. In this article, the analysis of self-oscillating modes in the generator 
described by the generalized van der Pol equation is carried out at the physical level of rigor. The mathematical 
model describes the soft excitation mode of the oscillator. The equilibrium position at the origin will be unstable, 
the internal cycle-stable and correspond to the operating mode of the generator, and the external cycle – unstable 
and form the boundary of the region of attraction of the stable cycle. The van der Pol method used is of heuristic 
qualitative nature, and is used for oscillatory systems with only one degree of freedom. Its use in the considered 
problem allows us to consider a number of issues of bifurcation analysis related to the mutual arrangement of cycles 
on the phase plane. A simple modification of the model considered in the article allows to analyze the system with 
a rigid excitation of oscillations.
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Хорошо известно, какую роль в радио-
технике, электронике, теории управления 
и других технических науках играют пе-
риодические процессы. Как правило, эти 
процессы являются рабочими режимами 
функционирования технических систем, а 
следовательно, должны обладать свойством 
устойчивости, т.е. притягивать к себе дру-
гие режимы – переходные процессы. Ма-
тематическими образами периодических 
процессов часто выступают замкнутые 
траектории (циклы) в соответствующем 
фазовом пространстве – пространстве со-
стояний математической модели. Если та-
кие циклы изолированы, то они называют-
ся предельными. Если циклы притягивают 
к себе соседние траектории при t → + ∞, то 
они называются устойчивыми предельны-
ми циклами, если отталкивают, то неустой-

чивыми. Именно устойчивые предельные 
циклы выступают образами устойчивых 
автоколебаний в физической системе. Из 
сказанного вытекает актуальность задачи 
нахождения как устойчивых, так и неустой-
чивых циклов, а также анализ зависимости 
поведения динамических систем в целом от 
параметров [1, 2]. Последние вопросы свя-
заны с исследованием бифуркаций в дина-
мических системах [3]. Так, например, на 
рис. 1 приведена последовательность фазо-
вых картин некоторой физической системы, 
зависящей от параметра α. Видно, что раз-
ным значениям параметра α могут отвечать 
принципиально различные фазовые карти-
ны – а следовательно, и поведение физиче-
ской системы.

Ясно и теоретически хорошо изучено, 
что если в системе несколько циклов, то 
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все они одновременно не могут являться 
устойчивыми, так как траектория, «наматы-
вающаяся» на некоторый цикл при t → + ∞, 
автоматически должна «сматываться» с не-
которого цикла, который в свою очередь 
будет неустойчивым. Отметим, что устой-
чивым предельным циклам отвечает в физи-
ческой системе автоколебательный процесс. 
В данной статье рассматривается автоном-
ное дифференциальное уравнение второго 
порядка, являющееся математической моде-
лью генератора автоколебаний [1, 4]
  (1)

Здесь ( ),z t  ( ) dzz t
dt

= −  динамические 
переменные, определяющие состояние ге-
нератора,  – функ-
ция обратной связи, μ – безразмерный по-
ложительный параметр, отвечающий за 
подкачку энергии в систему от внешнего 
источника (параметр возбуждения), α,ω2 – 
положительные безразмерные параметры 
генератора. Уравнение (1) при μ = 0 совпа-
дает с уравнением гармонического осцил-
лятора, при μ > 0, α = 0 – с классическим 
уравнением Ван-дер-Поля - генератора 
с контуром в цепи анода или сетки. Извест-
но, что на фазовой плоскости ( , )z z  уравне-
ния Ван-дер-Поля имеется единственный 
устойчивый предельный цикл, которому 
с физической точки зрения отвечает устой-
чивый автоколебательный процесс. Урав-
нение (1) при α ≠ 0 обобщает уравнение 
Ван-дер-Поля на случай иной аппроксима-
ции нелинейной характеристики обратной 
связи [4]. Целью настоящей статьи являет-
ся качественно-численное изучение мате-
матической модели генератора колебаний 
(1) в зависимости от параметров модели. 
Ее результаты могут быть полезны при те-
оретическом анализе и экспериментальном 
исследовании функционирования систем 
управления в различных условиях с целью 
улучшения их эксплуатационных характе-
ристик. Учитывая, что заменой времени па-
раметр ω можно сделать равным единице, 
будем в дальнейшем считать ω = 1.

Метод Ван-дер-Поля
1. Для начала для уравнения (1) на 

плоскости ( , )z z  рассмотрим положитель-
но-определенную функцию Ляпунова 

( )2 21( , )
2

V z z z z= +  , ( ( , )V z z −  полная энер-

гия системы) производная, от которой, вы-
численная в силу уравнения (1), имеет вид

.

Легко видеть, что при всех z, z  и всех 
значениях параметров α > 0,25 и μ > 0 функ-
ция  неотрицательна. Отсю-
да вытекает, что z = 0, 0z = − неустойчивое 
в целом положение равновесия [5] осцилля-
тора (1) и, следовательно, в области α > 0,25 
устойчивые колебания в системе, описыва-
емой уравнением (1), невозможны.

2. Предположим теперь, что 0 < α < 0,25, 
а μ – малый параметр. Тогда уравнение (1) 
квазилинейно и можно применить, напри-
мер, для его исследования метод Ван-дер-
Поля – частный случай более строгого ме-
тода – метода усреднения [6]. С этой целью 
в (1) сделаем замену переменных по форму-
лам: cos ,z x y=  sinz x y= − . В переменных 
x, y уравнение (1) запишется в виде эквива-
лентной системы

  (2)

правые части которой являются 2π – перио-
дическими функциями по фазе y. 

От точной системы (2) перейдем к при-
ближенной системе так называемых укоро-
ченных уравнений

  (3)

где правые части  и  являются 
осредненными по периоду функциями

В системе (3) первое уравнение позво-
ляет приближенно определить значения 
стационарных амплитуд колебаний. Эти ам-
плитуды находятся из конечного уравнения

  (4)
которое в нашем случае принимает вид
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Вычисляя интегралы 

  

 
окончательно приходим к уравнению: 

 Отсюда нахо-
дим, что при 0 < α < 0,125 его корнями бу-
дут (амплитуды стационарных колебаний): 

0 0,x =   .

На рис. 2 и в таблице соответственно 
изображены графики и приведены значения 
функций x1 = x1(α), x2 = x2(α). Видно, что 
при α = 0,125 величина x1 = x2. Последнее 
равенство будет отвечать слипанию на фа-
зовой плоскости ( , )z z  уравнения (1) устой-
чивого и неустойчивого циклов, т.е. бифур-
кации полуустойчивого цикла. Заметим, 

также, что , что согласу-
ется с известным фактом: для классическо-
го уравнения Ван-дер-Поля для малых зна-
чений параметра μ амплитуда x1 = 2 [6, 7]. 

Рис. 2. Графики функций x1 = x1(α), x2 = x2(α) 
(сплошная кривая отвечает амплитуде 
неустойчивого колебания, пунктирная – 

амплитуде устойчивого колебания)

Для определения амплитуд, отве-
чающих устойчивому и неустойчиво-
му колебаниям, вычислим производную 

 Учитывая очевид-

ные неравенства 

 

заключаем, что при 0 < α < 0,125 в системе 
возможен лишь один автоколебательный 
режим со стационарной амплитудой x = x1. 
Стационарный режим с амплитудой x = x2 
является, очевидно, неустойчивым, т.е. фи-
зически нереализуемым. Кроме того, на-
помним, что положение равновесия x0 = 0 
является также неустойчивым.

α Амплитуда 
устойчивого 

цикла x1

Амплитуда 
неустойчивого 

цикла x2

0 2 ∞
0,0001 2,0002 141
0,001 2,002 44
0,01 2,02 14
0,1 2,35 3,809

0,105 2,39 3,65
0,11 2,44 3,498
0,12 2,58 3,16

0,125 2 2 2 2

Моделирование траекторий  
на фазовой плоскости

Для визуализации динамических про-
цессов в автогенераторе дадим численное 
представление его траекторий на плоскости 

Рис. 1. Бифуркация рождения устойчивого цикла из сгущения траекторий
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( , )z z  и решений (интегральных кривых) 
на плоскости (t, z) c использованием про-
граммы WinSet [8, 9]. На рис. 3 изображе-
ны устойчивый (внутренний) и неустойчи-
вый (внешний) циклы уравнения (1). Для 
построения неустойчивого цикла исполь-
зовалось интегрирование в обратную сто-
рону по времени. При этом движение изо-
бражающих точек происходит естественно 
против часовой стрелки. При вычислениях 
были взяты следующие значения параме-
тров: μ = 0,1, α = 0,105, ω2 = 1. Внешний 
цикл образует границу притяжения устой-
чивого – внутреннего цикла. На рис. 4 на 
плоскости (t, z) изображены соответству-
ющие интегральные кривые, отвечающие 
переходному процессу. 

На рис. 5, а, изображен фазовый пор-
трет полуустойчивого цикла – цикла, ко-
торый получается от слияния устойчивого 
и неустойчивого циклов при α = 0,125.

Замечание 1. В области параметра 
, как уже отмечалось, 

уравнение  имеет единственный 
корень х0 = 0, которому отвечает неустой-
чивое в целом положение равновесия z = 0, 

0z =  уравнения (1). Заметим, что рассмо-
тренная нами функция Ляпунова эту об-
ласть параметра не определила. 

Замечание 2. Современные средства 
визуализации позволяют оценить и влия-
ние параметров на форму колебаний. На 
рис. 5, б, приведен фазовый портрет урав-
нения (1) для других значений параметров. 

Видно, что отклонение от малых значений 
параметра μ оказывает сильное влияние на 
форму колебаний.

Заключение
Рассмотренная выше математическая 

модель описывает мягкий режим возбуж-
дения генератора колебаний. Однако если 
в уравнении (1) знак при функции  
изменить на противоположный, то придем 
к модели, описывающей жесткий режим 
возбуждения колебаний, при этом циклы 
сменят естественно свою устойчивость. 
При этом положение равновесия в начале 
координат будет устойчивым, внутренний 
цикл будет неустойчивым, внешний – устой-
чивым. В этом случае для возбуждения 
генератора необходима дополнительная 
энергия, забрасывающая динамические 
переменные  генератора в область, 
находящуюся за неустойчивым циклом [9]. 
В уравнении (1) характеристика  
обладала свойствами  

. Однако проведенные 
рассуждения можно провести и для более 
общего случая, например отказавшись при 
малом μ от первого предположения – сим-
метрии «коэффициента трения» αz4 – z2 + 1. 
Кроме того, при немалых значениях пара-
метра μ, используя программу Winset, мож-
но исследовать эффекты релаксации, сказы-
вающиеся в наличии быстрых и медленных 
движений в автогенераторе, что аналитиче-
скими методами сделать затруднительно.

Рис. 3. Предельные циклы на фазовой плоскости  
(внутренний цикл – устойчивый, внешний – неустойчивый)
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а) 

б)

Рис. 4. Возбуждение генератора: a) при малой начальной энергии;  
б) при большой начальной энергии

   

      а)                б) 

Рис. 5. Фазовые портреты: а) полуустойчивый цикл (α = 0,125);  
б) устойчивый и неустойчивые циклы (μ = 0,3, α = 0,05)
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Использованный выше метод Ван-дер-
Поля носит эвристический качественный 
характер и применим для колебательных 
систем только с одной степенью свободы. 
Его развитие и распространение на много-
мерные системы было сделано Н.М. Кры-
ловым, Н.Н. Боголюбовым и Ю.А. Ми-
тропольским. Использование этого метода 
в рассмотренной выше задаче позволило 
бы построить асимптотические представ-
ления для решений и указать их точность, 
но это может быть предметом другого ис-
следования.
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