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Настоящая статья посвящена исследованию теоретических структур и представлений для нечеткой 
информационной грануляции. Определена область использования информационной грануляции. Инфор-
мационная грануляция представляет собой обобщение методов математической кластеризации данных 
с распространением на данные разнородного вида. Отличием предлагаемых методов информационного 
гранулирования от ранее известных является их применимость для объединения семантически связанных 
значений, которые представлены нечеткими значениями. Рассмотрены формальные представления грану-
лярных вычислений и показана их алгебраическая и геометрическая интерпретация. Дано определение би-
нарной системы окрестностей. Представлена классификация гранулярных вычислений по ряду признаков. 
Выполнена формализация представления текста для нечетких элементов управления на основе информа-
ционных гранулярных структур. Исследованы как двоичные, так и многозначные гранулярные структуры. 
Формализовано отношение включения нечеткого покрытия, представление одиночного атрибута с исполь-
зованием формальных слов. Установлено, что в крупномасштабных вычислениях задачи грануляции можно 
разделить на три подзадачи: выбор метода формализации грануляции в алгебраической или геометрической 
постановке, формализация в виде гранулярной структуры, в данном случае в виде двоичного гранулярного 
представления и применение гранулярных структур к задачам, возникающим в области интеллектуальных 
систем. Отмечено, что основными приложениями рассматриваемых методов являются интеллектуальный 
анализ данных и интеллектуальные системы поддержки принятия решений.
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TThis article proposes the detailed study of theoretical structures and representations for fuzzy information 
granulation. The field of use of information granulation is defined. Formal representations of granular computations 
are considered, and their algebraic and geometric interpretation is shown. Information granulation is a generalization 
of methods of mathematical clustering of data with the spread of heterogeneous data. The difference between the 
proposed methods of information granulation from the previously known is their applicability to combine semantically 
related values, which are represented by fuzzy values. A definition of a binary system of neighborhoods is given. 
Classification of granular computations by some features is presented. The formalization of the text presentation 
for fuzzy controls based on granular information structures is performed. Both binary and many-valued granular 
structures are investigated. The inclusion relation for fuzzy coverage, representation of a single attribute using 
formal words is formalized. It is established that in large-scale calculations the granulation problems can be divided 
into three sub-tasks: the choice of the method of formalizing granulation in algebraic or geometric formulation, 
formalization in the form of a granular structure, in this case a binary granular representation, and the application of 
granular structures to problems arising in the field of intelligent systems. It is noted that main applications methods 
mentioned above are data mining and intelligent decision support systems.
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Термин «гранулированные вычисле-
ния» был впервые использован Л. Заде [1] 
как название его исследовательской темы 
в рассуждениях о гранулярной матема-
тике: «Информационное гранулирование 
представляет собой метод объединения 
массивов данных на основе слияния и раз-
деления по принципу функционального 
сходства, а также свойства неразличимости 
этих объектов, основанного на принципе 
стянутости точек к некоторой центральной 
точке». Отметим, что «стянутость точек» – 
это частный случай «центральных точек 
(объектов)». Л. Заде писал: «Если цен-
тральные точки являются целым объектом, 

то понятия совпадают». Информационное 
гранулирование, которое формализовано 
в одной из значимых в данной области ра-
бот [2], представляет собой «набор гранул 
с гранулой, являющейся совокупностью 
данных (в пространстве данных), которые 
тянутся к центральному объекту (объектам) 
(в пространстве объектов) путем неразли-
чимости, сходства или функциональности». 
Значимыми областями информационного 
гранулирования [3] являются нечеткие си-
стемы [4] и принятие решений в условиях 
неопределенности [5, 6]. Приложениями 
информационного гранулирования [7] явля-
ются в настоящее время области интеллек-
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туального анализа данных, которые ранее 
называли методами кластеризации, а также 
синтез дискретных систем [8]. Отличием 
кластеризации от гранулирования, по сути, 
является возможность последнего из ме-
тодов выполнять объединение схожих по 
семантике словесных значений на основе 
неметрических подходов.

Методы исследования
Отличием предлагаемых методов ин-

формационного гранулирования от ранее из-
вестных является их применимость для объ-
единения семантически связанных значений, 
которые представлены нечеткими значениями.

Алгебраическая формулировка
Данная формулировка формализуется 

следующим образом в терминах двух уни-
версальных множеств по принципу «быть 
объединенным». Пусть P и Q – два объекта, 
универсальные множества разной природы. 
Объекты Р и Q могут быть гранулированы, 
кластеризованы некоторым двоичным от-
ношением, означающим неразличимость, 
то есть ( ),P Q B∈ . Обратим внимание, что 
мы не делаем предположения о симметрии, 
поэтому бинарное отношение имеет смысл 
направления. В этом случае можно сказать, 
что Q «стягивается» к P и такой вариант 
будем называть P центром. Информацион-
ная грануляция представляет собой набор 

{ }kCB B k K= ∈ , четкого либо нечеткого 
бинарного отношения B, где K – это набор 
индексов, который перечисляет неразличи-
мость, сходства или функциональности. 

Геометрическая формулировка
Вместо того, чтобы моделировать дей-

ствие, «будучи объединенным», как в пер-
вом случае, рассматриваются последствия 
гранулирования, другими словами, – «сгу-
щение» объектов, которые связаны с опре-
деленным объектом p. Информационная 
грануляция для p является семейством 

( ) ( ){ }k
pIG p I U k K= ⊆ ∈  вполне опреде-

ленных, либо размытых подмножеств, кото-
рые связаны с p, где K – является мощно-
стью подмножества.

Некоторые отдельные объединяемые 
объекты можно отнести к одной и той же 
грануле с разными степенями уверенности. 
Тем не менее при выполнении информаци-
онного гранулирования всегда можно выде-
лить центр информационной гранулы. Как 
и в других случаях, центр информационной 
гранулы можно рассматривать с точки зре-
ния различных математических формаль-
ных представлений, из которых в данном 
случае рассмотрим геометрическую фор-

мулировку. С данной точки зрения, центр 
информационной гранулы представляет со-
бой точку, а сама гранула ограничивается 
в пространстве некоторой окрестностью h. 
Границы данной окрестности могут опреде-
ляться, как метрическими, так и неметриче-
скими способами, то есть можно получить 
либо четкую информационную гранулу (в 
первом случае), либо нечеткую (во втором 
случае). Далее, совокупность окрестностей 
NH(h) можно записать в топологических 
терминах в виде ( ){ }NH NH h h W= ∈ , где 
W – является единичным разбиением мно-
жества. Если в каждом разбиении h W∈  
имеется не более одной центральной точки, 
то геометрически это означает существова-
ние единственного бинарного отношения 
в информационном гранулировании. В ито-
ге, имеется бинарная система окрестностей 
BNH. Таким образом, справедливым являет-
ся следующее утверждение.

Утверждение. Информационная грану-
ляция CB определяется бинарной системой 
окрестностей BNH и наоборот, но обрат-
ное не единственно, то есть для каждого 

jB CB∈  имеем

( )
( ) ( ){ }
: : :

, ,j j

NH W P U p

NH p u p u B

→ →

→ = ∈

где P(U) является четким / нечетким множе-
ством мощности U.

Можно классифицировать исследуемые 
структуры исходя из нескольких представ-
лений.

1. Глобальное или локальное гранули-
рование имеет следующие варианты пред-
ставления: 

a) глобальное гранулирование: грануля-
ция индуцируется бинарными отношениями; 

б) локальное гранулирование: грануля-
ция индуцируется системой соседства. 

Примером глобального гранулирования 
является, например, вложение окрестностей 
топологических пространств, а примером 
локального гранулирования является уточ-
нение границ окрестностей топологического 
подмножества. Заметим, что локальное ин-
формационное гранулирование индуцирует-
ся окрестностью системы пространств с по-
лучением конечных гранул в каждой точке 
пространства. Эти два вида гранулирования 
неэквивалентны (см. утверждение 1).

2. Одиночное, множественное, вложен-
ное гранулирование можно разделить: 

а) на гранулирование в одном уровне, то 
есть двоичное гранулирование, при котором 
процесс индуцируется бинарной системой 
окрестностей или бинарным отношением, 
которые, естественно, эквивалентны; 
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б) конечное или многократное гранули-
рование, при котором глобальное гранули-
рование индуцируется конечным множе-
ством бинарных отношений; 

в) сильно / слабо вложенные уровни гра-
нулирования, при котором каждое локаль-
ное гранулирование индуцируется конеч-
ным семейством сильно / слабо вложенных 
бинарных систем окрестностей грануляции.

Обозначенная сильно вложенная грану-
ляция означает, что каждая гранула на не-
котором уровне j является объединением 
некоторых гранул на следующем уровне 
( )1j + . Сильная вложенность автоматиче-
ски проявляется при условии, что гранулы 
являются разделяющими. Ярким примером 
сильно вложенной грануляции является ие-
рархическая структура. Вложенность без 
таких ограничений называется слабой вло-
женностью.

Открытое и закрытое гранулирование 
разделяется: 

а) на случай гранулирования с совпаде-
нием пространств данных и объекта, когда 
существует единственная метрика для уста-
новления степени сходства / различения; 

б) случай гранулирования с различны-
ми пространствами данных и объекта, а 
следовательно, возможности существова-
ния различных метрик, определяющих не-
различимость объектов.

Двоичная гранулярная структура 
и однозначные представления

В этом подразделе мы будем предпола-
гать, что NH индуцируется конечным набо-
ром B бинарных отношений (или двоичных 
систем окрестностей).

По аналогии с работой [2] выпол-
ним формализацию информационной 
гранулы в виде гранулированных струк-
тур двух видов: 1) ( ), ,GS V U NH=   
и ( )( ), , ,CGS V Y NH C= , где V – простран-
ство объекта, U – пространство данных 
или информационное пространство (V и U 
может быть одним и тем же множеством), 
NH – многократное гранулирование (гео-
метрически, оно – система окрестностей), 
а С – пространство понятий, состоящее из 
всех содержательных названий гранул.

Кортеж ((V, U, B), C) = (V, U, B, C) бу-
дем называть двоичным гранулярным пред-
ставлением структуры (ДГПС). Когда V яв-
ляется конечным, ДГПС может принимать 
формат таблицы. В этом случае ДГПС эк-
вивалентно таблице двоичной информации. 
Это можно проиллюстрировать данными 
из табл. 1. В ней карта, обозначенная «→», 
является однозначной, и, следовательно, со-
ставив карту именования, мы имеем одно-
значное представление. Обратим внимание, 

что бинарные окрестности как перекрыва-
ются. Они должны дать возможность мно-
гозначного представления информационно-
го гранулирования.

Таблица 1 
Карты именования

Объекты Бинарные окрест-
ности (B) 

Центр (EB) 

X → {F} {X, W} 
Y → {Z} {Y, T} 
Z → {Y, S} {Z} 
S → {Z, T} {S} 
T → {Z} {Y, T} 
F → {X, W} {F} 
W → {F} {X, W} 

П р и м е ч а н и е . «→» Представляет собой 
двоичную систему окрестности (двоичные от-
ношения).

Если U = V, а B – семейство разбиений, 
то кортеж (V, U, B, C) становится тройным 
кортежем (V, B, C) и называется грубой 
структурой представления. Тогда, если V яв-
ляется конечным, оно принимает табличный 
формат и эквивалентно информации табл. 1. 
При использовании битов для представле-
ния гранул, как классов эквивалентности 
подмножеств V, грубая структура представ-
ления является обобщением концепции базы 
данных с растровыми индексами.

Существенным неметрическим спо-
собом информационного гранулирования 
является разбиение по индукции. В нем би-
нарное отношение (или двоичная система 
окрестностей):

( ):B V P U→ ; pp V B V∈ → ⊆  инду-
цирует разбиение ( ){ }1

pB B p V− ∈ ; будем 
называть это индуцированным разбиением 
(отношением эквивалентности) B и обозна-
чать через EB.

Класс эквивалентности, [ ] ( )1
B pp E B B−= ,  

или просто [p], называется центром Bp. 
Центр [p] состоит из всех тех точек, кото-
рые отображаются во множество pB V⊆ , 
(см. табл. 1).

Применение ДГПС  
к интеллектуальным системам

Далее рассмотрим некоторые важные 
приложения ДГПС. Среди таких приложений 
можно выделить: нечетко-лингвистическое 
представление элементов управления; при-
ближенный лингвистический поиск; систе-
мы классификации слабоструктурированных 
данных; интеллектуальные системы приня-
тия групповых решений на основе недоста-
точно определенной информации и другие. 
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Например, для нечетко-лингвистиче-
ского представления элементов управле-
ния можно использовать многозначные 
представления ДГПС, где каждому объек-
ту сопоставлено несколько гранул. Однако 
в нечетких системах можно сформировать 
«взвешенное среднее представление», поэ-
тому в приведенном в табл. 2 примере оцен-
ки являются однозначными.

Таблица 2 
Оценки функций включения нечеткого 

покрытия

Объекты A1(p) A2(p) A3(p)
p0 1,0 0,0 0,0
p1 0,67 0,33 0,0
p2 0,33 0,67 0,0
p3 0,0 1,0 0,0
p4 0,0 0,67 0,0
p5 0,0 0,33 0,0
p6 0,0 0,0 0,0
p7 0,0 0,0 0,33
p8 0,0 0,0 0,67
p9 0,0 0,0 1,0

Примером использования вышеизло-
женных структур для приближенного линг-
вистического поиска являются векторно- 
значные представления ДГПС. Определив 
гранулы, как нечеткие множества, напри-

мер, A1(p), A2(p), A3(p), A4(p), получается 
векторнозначное представление ДГПС. Од-
нако и в данном случае можно вычислить 
«средневзвешенное» значение и получить 
одно инфогранулярное представление. Рас-
смотрим, например, следующие формаль-
ные выражения:

1 2

3 4 ,
r Low r Median Low
r Median High r High
⋅ + ⋅ − +

+ ⋅ − + ⋅  
где r1, r2, r3, r4 – действительные числа.

Получаем следующую таблицу (табл. 3) 
по примеру работы [2].

Математически совокупность всех та-
ких выражений образует абстрактное век-
торное пространство над действительными 
числами. Обозначим векторное простран-
ство FW(U). Каждый вектор является фор-
мальным словом. Пусть wi(p) представля-
ет класс Ai в p, т.е. ( ) ( )i iA p w p= . Будем 
называть wi(p) весом p в Ai. Основываясь 
на весе wi(p) и многозначном табличном 
представлении (табл. 2, 3), мы сформиру-
ем FW-представление, формальное сло-
во, представленное следующим образом: 

:W V FW→ ; ( )p W p→ , определяемое 
как ( ) ( ) ( )( )( )i ii

W p w p NAME A p= ⋅∑ . Что 
касается данного примера, имеем формаль-
ное слово представления p: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

3 4

_

_ .

W p w p Low w p Median Low

w p Median High w p High

= ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅

Таблица 3
Многозначные представления

Объект Окрестности Общее представление

p0 {A1} ( )1Low NAME A=

p1 {A1} ( )1Low NAME A=  ( )2_Median Low NAME A=

p2 {A1, A2} ( )1Low NAME A=  ( )2_Median Low NAME A=

p3 {A2} ( )2_Median Low NAME A=

p4 {A2, A3} ( )2_Median Low NAME A=  ( )3_Median High NAME A=

p5 {A2, A3} ( )2_Median Low NAME A=  ( )3_Median High NAME A=

p6 {A3} ( )3_Median High NAME A=

p7 {A3, A4} ( )3_Median High NAME A=  ( )4High NAME A=  

p8 {A3, A4} ( )3_Median High NAME A=  ( )4High NAME A=

p9 {A4} ( )4High NAME A=
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Таблица 4 
Представление одиночного атрибута с использованием формальных слов

Объекты Взвешенные фундаментальные понятия (ограничения)

p0 ( ) ( )10,0 0,0W w Low= ⋅

p1 ( ) ( ) ( )1 20,1 0,1 0,1 _W w Low w Median Low= ⋅ + ⋅

p2 ( ) ( ) ( )1 20, 2 0,2 0,2 _W w Low w Median Low= ⋅ + ⋅

p3 ( ) ( )30,3 0,3 _W w Median High= ⋅

p4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40, 4 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

p5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40,5 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

p6 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40,6 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

p7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40,7 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

p8 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40,8 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

p9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40,9 _ _W w p Low w p Median Low w p Median High w p High= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

Табл. 4, которая получена по результа-
там работы [2], состоит из всех таких фор-
мальных выражений. В ней представлены 
одиночные атрибуты с использованием 
формальных слов.

Выводы
Гранулированные вычисления являют-

ся перспективной методологией вычисле-
ний. В крупномасштабных вычислениях 
решение поставленной задачи состоит из 
трех этапов: 1) выбор метода формализа-
ции грануляции в алгебраической или гео-
метрической постановке; 2) формализация 
в виде гранулярной структуры, в данном 
случае в виде двоичного гранулярного 
представления и 3) применение грануляр-
ных структур к задачам, возникающим 
в области интеллектуальных систем. На 
первом этапе весьма важным является вы-
бор либо алгебраического, то есть теорети-
ко-множественного подхода к грануляции, 
либо геометрической, то есть простран-
ственной интерпретации грануляции. На 
втором этапе одним из достаточно простых 
естественных универсальных представле-
ний можно выбрать ДГПС представление, 
дающее возможность на следующем этапе 
применить эту структуру в виде таблично-
го представления данных в интеллектуаль-
ных системах.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, проекты 18-01-00402-а, 18-
08-00549-а, 17-07-00620-a, 16-07-00888-а, 
16-01-00597-a.
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