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В работе рассмотрены вопросы системного моделирования процесса прецизионной балансировки сфе-
рических узлов на стадии напыления тонкопленочного покрытия за счет смещения центра сферы покрытия 
относительно геометрического центра узла в направлении, определяемом вектором начального дисбаланса. 
Показано, что формализация исходной модели посредством последовательных преобразований позволяет 
получить альтернативные варианты целевых функций в виде математических зависимостей, связывающих 
переменную толщину покрытия с кинематикой перемещения сферического узла. Предложена схема регу-
лируемого распределения массы покрытия по сфере, что обеспечивается путем изменения расстояния от 
источника напыляемого материала до вращающейся сферы за счет ее циклического возвратно-поступатель-
ного перемещения, которое синхронизировано с угловой скоростью вращения сферы. Представлены при-
меры целевых функций в виде аналитических и эмпирических выражений. Приведены результаты оценки 
их адекватности по отношению к объекту моделирования. Обоснованы преимущества использования ма-
тематических моделей с представлением целевых функций в виде эмпирических зависимостей, в которых 
используются константы, определяемые условиями процесса формирования покрытия и учитывающие ин-
тегральную зависимость изменения толщины покрытия от угла поворота сферического узла относительно 
потока напыляемого материала.
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The paper describes modeling of the process of precision balancing of a spherical detail at the stage of 
deposition of a thin-film coating. The correction of imbalance is achieved by the displacement of the center of the 
coating sphere relative to the geometric center of the spherical detail in the direction determined by the vector of 
imbalance. formalization of the initial model by means of mathematical transformations allows to obtain alternative 
variants of objective functions, which are the mathematical dependences that connects the difference of the coating’s 
thickness with the geometric parameters of the equipment developed for realization of regulated redistribution of 
coating masses. The controlled distribution of the coating mass over the sphere is provided by changing the distance 
from the source of the deposited material to the rotating sphere by means of its cyclic reciprocating displacement 
which is synchronized with the angular velocity of rotation of the sphere. Examples of objective functions in the 
form of analytical and empirical expressions are presented. The results of the estimation of function’s adequacy in 
relation to the object of modeling are given. The advantages of using mathematical models with the representation 
of objective functions in the form of empirical dependencies are shown. 
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Применение математических методов 
при моделировании сложных процессов 
предполагает построение математической 
модели, формализованно представляющей 
проблемную ситуацию, где выявляется це-
левая функция, по сути, являющаяся фор-
мализацией цели моделирования. Очевид-
но, что возможно выделение нескольких 
вариантов решения или целевых альтерна-
тив [1], которые являются логически непро-
тиворечивыми и могут быть осуществле-
ны, после чего осуществляется сравнение 
альтернатив, где наиболее объективной 
является оценка, получаемая путем вычис-
лений и проведения экспериментов. Для 
задач принятия решений (задач оптимиза-

ции) в условиях определенности, компо-
нентами такой модели являются множество 
всех (альтернативных) решений, из которых 
и делается выбор одного наилучшего или 
оптимального решения. 

Постановка задачи
Наибольший интерес представляет 

моделирование технологических процес-
сов [2, 3], когда математические модели 
охватывают весь процесс со сложными 
взаимосвязями между технологическими 
параметрами, что делает их основой для 
проведения расчетных экспериментов и по-
зволяет проверить корректность решений 
и условий поставленных задач управле-
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ния процессом. Методы получения мате-
матических моделей подразделяются на 
теоретические и экспериментальные. Тео-
ретический метод заключается в аналити-
ческом исследовании физической сущно-
сти процесса, а экспериментальный метод 
связан с обработкой данных, полученных 
непосредственно на физической модели 
процесса, с получением эмпирических вы-
ражений. Наиболее эффективным методом 
получения математической модели явля-
ется сочетание теоретического и экспери-
ментальных методов. Примерами исполь-
зования теоретического метода являются 
моделирования процесса прецизионной 
корректировки дисбаланса цилиндрических 
инерционных тел и сферических узлов [4–
6], что обеспечивается формированием на 
детали тонкопленочного покрытия с требу-
емым характером распределения массы по-
крытия по ее поверхности. В данном случае 
моделирование процесса, исходя из схемы 
корректировки дисбаланса , при которой 
в поперечном сечении цилиндра, или в диа-
метральном сечении сферического узла, 
центр окружности O* покрытия 2 смещен 
относительно геометрического центра 
О детали 1 на заданную величину δ в сторо-
ну, противоположную направлению вектора 
дисбаланса 0ε



 (рис. 1), позволяет получить 
аналитическую зависимость смещения δ 

от величины дисбаланса ,  

где ρпокр и ρдет – плотности материалов дета-
ли и покрытия [4, 6]. Для балансировки ци-
линдрической детали [4], задавая исходное 
условие в виде переменной скорости враще-
ния цилиндра, математическое моделирова-
ние позволяет с известными допущениями 
получить целевую функцию, однозначно 
определяющую совокупность аргументов, 
выбор которых обеспечивает решение зада-
чи. Конечные математические зависимости 
скорости напыления покрытия от угла пово-
рота детали или времени процесса являются 
эмпирическими, поскольку учитывают экс-
периментальное определение используемых 
при моделировании констант.

Однако в ряде случаев возникают ситу-
ации, когда в процессе моделирования по-
являются альтернативные варианты мате-
матических преобразований, позволяющие 
получить различные выражения для целевой 
функции. Это может быть связано с приняты-
ми допущениями и предпочтениями при вы-
боре аргументов. Поэтому важным аспектом 
моделирования сложного технологического 
процесса является корректная интерпретация 
возможных альтернативных целевых функ-
ций, полученных при формализации модели. 

Рис. 1. Поперечное сечение детали 
с покрытием. 1 – деталь, 2 – покрытие,  

Dp и Dp* – диаметры до и после напыления, 
h – толщина покрытия, δ – разнотолщинность 

покрытия, ε0 – исходный дисбаланс

Цель работы заключалась в сравнитель-
ной оценке адекватности представленных 
в виде аналитических и эмпирических вы-
ражений целевых функций, полученных 
при моделировании технологического про-
цесса корректировки дисбаланса сфериче-
ских узлов. 

Формирование целевых функций  
при моделировании процесса прецизионной 

балансировки сферических узлов
Определение аналитической зависимо-

сти. Моделирование процесса корректи-
ровки дисбаланса сферических узлов свя-
зано с решением задачи получения методом 
магнетронного напыления покрытия пере-
менной толщины на поверхности узла [6] 
и основано на использовании обратной 
квадратичной зависимости скорости напы-
ления vн от L – расстояния от сферического 
узла до источника напыляемого материа-
ла:  [7], где Ω  – угол между на-
правлением потока напыляемого материала 
и нормалью к поверхности ротора, А – раз-
мерная константа, определяемая параметра-
ми процесса напыления. Исходное условие 
построения процесса напыления связано 
с управляемым изменением расстояния L от 
источника до вращающегося узла, т.е. с ци-
клическим возвратно-поступательным пе-
ремещением узла. При этом амплитуда ΔL 
этого перемещения будет задавать характер 
изменения толщины покрытия, т.е. величи-
ну смещения δ, которая определяется как 
разность максимальной hmax и минималь-
ной hmin толщины (рис. 1). Очевидно, что 
должна быть обеспечена согласованная вза-
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имная ориентация вектора дисбаланса
 

0ε


 
и участков покрытия с толщинами hmax и hmin, 
определяемая с учетом требуемой величины 
конечного диаметра Dр

* (рис. 1). Можно пред-
ставить выражение для изменения угла Ω для 
произвольной точки на сфере при ее враще-

нии: 0
0

2( )t t
T
πΩ = + Ω , где t – данный момент 

времени, T0 – период вращения, Ω0 – началь-
ное угловое положение рассматриваемой точ-
ки. А поскольку за один оборот сферы угол Ω 
меняется в пределах от Ω0 до 02π + Ω , и угол 
Ω0 лежит в пределах от 0 до 2π, тогда диапа-
зон изменения угла Ω составит 0 0[ ;2 ]Ω π + Ω  
в области от 0 до 4π, в которой и нужно опре-
делить функцию vн. Тогда

 
2

cos ( ) 3 5 7;  0 ,  ,  2
2 2 2 2( )

3 5 70;  ,  .
2 2 2 2

í

A t
Lv t

Ω π π π π ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤ π=  π π π π ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤

. (1)

Закон возвратно-поступательного движения сферического узла, синхронизированного 
с его вращением, можно описать выражением 0( ) cos( ( ) )cL t L L t= + ∆ Ω + π , где Lc – теку-
щее расстояние от источника до центра сферы, а L0 – среднее расстояние. А так как это 
выражение написано с учётом того, что в начальный момент времени сфера находится на 
минимальном расстоянии от источника, то можно написать: 

0
0

2
( ) ( ) cos( ( )) cos cos( ( ))c tL t L t R t L L R t

T
π + π= − Ω = + ∆ − Ω  

, 
где R – радиус сферы.

В итоге получается зависимость для толщины напыления за один оборот:
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∫ ∫ , (2)

Выносим в знаменателе R за знак интеграла и, вычисляя дифференциал от выражения 

0
0

2( )t t
T
πΩ = + Ω , переходим к угловой переменной 

0
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∫ .  (3)

Обозначая 0
0 22

ATh
R

=
π

, интеграл (4) можно преобразовать в выражение

 
0

0

2

0 2
0

cos( )

cos( ) cos( )
h h d

L L
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Ω

Ω= Ω
∆ + Ω + π − Ω  

∫ , (4)

Здесь h0 является масштабной размерной константой, зависящей от радиуса сферы, пе-
риода вращения и параметров источника. Очевидно, что в интеграле (4) подынтегральное 
выражение равно нулю для угловых диапазонов, приведённых в выражении (1). С их учё-
том получаем конечное выражение для толщины покрытия за один оборот:

 
0

0
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0 0 2
0

I( )cos( )( )
cos( ) cos( )

h h d
L L
R R

Ω + π

Ω

Ω ΩΩ = Ω
∆ + Ω + π − Ω  

∫ , (5)

где I( )Ω  – функция-индикатор:

 

3 5 71;  0 ,  ,  2
2 2 2 2I( )
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π π π π ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤ πΩ =  π π π π ≤ Ω ≤ ≤ Ω ≤

. (6)
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Поскольку интеграл (5) не выражается 
через простые функции, что ограничивает 
его практическую применимость, важно 
получить простое эмпирическое выраже-
ние, определяющее зависимость δ(L0, ΔL). 
Пренебрегая всеми угловыми множителями 
в выражении (5), запишем max 2

0( )
Bh

L L
=

− ∆
 

и min 2
0( )

Bh
L L

=
+ ∆

, где B – некий числен-

ный коэффициент, зависящий от угловых 
множителей в выражении (5). Из очевид-
ных геометрических соображений следует 

max min 2 2
0 0

2
( ) ( )

B Bh h
L L L L

δ = − = −
− ∆ + ∆

, от-

куда после приведения к общему знамена-
телю получаем

 0
2 2

0 0

2
( ) ( )

BL L
L L L L

∆δ =
− ∆ + ∆

.  (7)

Для заданного значения δ можно опре-
делить величину ΔL, исключив константу 
В из конечной зависимости, т.е. представ-
ляя аналитическую зависимость ампли-
туды ΔL от требуемого смещения δ и за-
давая при этом значения расстояния L0 
и средней толщины покрытия h. Согласно 
(рис. 1) смещение δ составляет величину 

( )max min
1
2

h hδ = − , а средняя толщина по-
крытия ( )max min

1
2

h h h= + , тогда их соотно-
шение 

h
δ  после очевидных преобразова-

ний, разделив выражение max 2
0( )

Bh
L L

=
− ∆

 

на min 2
0( )

Bh
L L

=
+ ∆

 и представив соотно-

шение max

min

h
h

 в виде 
2

max 0

min 0

h L L
h L L

 + ∆=  − ∆ 
, мож-

но получить в виде зависимости 

 0
2 2

0

2L L
h L L

∆δ =
+ ∆

,  (8)

которая не содержит константы В и из кото-
рой определяется зависимость ΔL от δ и h. 

Выражение (8) преобразуется в квадрат-
ное уравнение вида 2 2

0 02 0hL L L L∆ + ∆ + =
δ

,  
решение которого определяет требуемую 
зависимость

 
2

0 1h hL L
   ∆ = − −  δ δ  

. (9)

Очевидно, что второй корень квадрат-
ного уравнения (9) не имеет физического 
смысла, так как выражение в скобках боль-
ше единицы, что соответствует ΔL > L0, 

чего быть в принципе не может. Представ-
ленная зависимость позволяет установить 
требуемые значения амплитуды ΔL, по-
скольку использует выявленную на первом 
этапе величину смещения δ, определяемую 
дисбалансом ε0, и основана на задаваемом 
значении средней толщины покрытия h. 

Определение эмпирической зависимо-
сти. Вместе с тем, предполагая, что допу-
щения, основанные на исключении констан-
ты В, не позволяют получить требуемую 
точность расчета процесса балансировки, 
целесообразно экспериментально опреде-
лить значение этой константы и исполь-
зовать для расчетов эмпирические зависи-
мости. Можно считать, что выражение (5) 
определяет толщину покрытия за 1 оборот 
для каждой точки поверхности сферическо-
го узла, и, следовательно, форму сфериче-
ского узла после нанесения покрытия. Для 
получения численных результатов необхо-
димо определить константу h0, используя 
эмпирические данные. Предположим, что 
без возвратно-поступательного движения 
за 30 минут на поверхности ротора осажда-
ется слой вещества толщиной 1 мкм. Пери-
од вращения равен 3 сек, тогда за 30 минут 
сфера совершает 600 оборотов.

При значениях параметров: L0 = 80 мм, 
R = 5 мм, ΔL = 0 мм (поступательное движе-
ние отсутствует), получаем численное зна-
чение интеграла из выражения (5), равное 

0,0086. Тогда .  

Таким образом, выражение (5) позволяет 
определить толщину напыления в любой 
точке поверхности сферы, включая значе-
ния hmax и hmin. Определив величину δ как 

разность ( )max min
1
2

h hδ = − , из выражения 
(5) можно построить зависимости смеще-
ния δ центра сферы от амплитуды ΔL воз-
вратно-поступательного движения ротора 
при различных значениях L0, представлен-
ную на рис. 2. Чтобы определить констан-
ту B, аппроксимируем зависимости, по-
лученные из выражения (5), выражением 
(7). Аппроксимация приведена на рис. 2, и 
с разумной точностью можно считать, что 
зависимость δ от ΔL и L0 определяется эм-
пирическим выражением (ΔL и L0 в мм): 

, т.е. 

константа В = 0,825∙104. 
Интерпретация альтернативных це-

левых функций. Очевидный интерес пред-
ставляет сопоставление результатов вычис-
лений по зависимости (5), которые носят 
численный характер, и по аналитическому 
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выражению (9), которое является прибли-
женным, так как там используется допуще-
ние только обратной квадратичной зависи-
мости величин hmax и hmin от максимального 
и минимального расстояния до источника, 
тогда как реальная функция предполагает за-
висимость от общего характера поступатель-
но-вращательного движения, что и выражено 
интегралом по всему периоду в формуле (5).

Из рис. 3 видно, что разница в величи-
нах ΔL для численного и аналитического ва-
риантов расчета при конкретных значениях 
L0 и соотношений h/δ достигает ~ 25–30 % 
от данного ΔL. Поэтому использование вы-
ражения (9) возможно для приблизительной 

оценки условий формирования покрытия. 
Таким образом, приведенное аналитиче-
ское выражение хоть и не является точным 
математическим описанием объекта мо-
делирования, но позволяет приближенно 
оценивать параметры процесса корректи-
ровки дисбаланса на уровне десятых долей 
микрометра без применения численных вы-
числений. Для более точных оценок (до ты-
сячных долей микрометра) необходим рас-
чет процесса по выражению (5). Основой 
для построения алгоритмов при реализации 
модели может являться эмпирическая зави-
симость (7), наименее общая, но наиболее 
удобная в применении.

Рис. 2. Зависимости δ от ΔL для различных L0 , полученные численным расчетом  
и приближением (пунктир)

Рис. 3. Зависимость ΔL от L0 для заданных отношений h/δ. Линии 1, 2, 3, 4 – расчёт согласно 
формуле (9), линии из фигурных точек 1*,2*,3*,4* – результат, полученный по формуле (5)
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Заключение
Определены условия моделирования 

процесса балансировки сферических узлов 
с интерпретацией альтернативных целевых 
функций и отработкой модели до дости-
жения приемлемого уровня адекватности. 
Проверка адекватности модели доказала 
правомерность принятых при моделиро-
вании положений и требуемую точность 
моделирования, с получением как каче-
ственного, так и количественного согласия 
результатов. Обоснованы преимущества 
использования математических моделей, 
в том числе и посредством эксперименталь-
ной проверки, выраженных в виде эмпири-
ческих зависимостей, в которых использу-
ются константы, определяемые условиями 
процесса формирования покрытия и учиты-
вающие интегральную зависимость изме-
нения толщины покрытия от угла поворота 
сферического узла относительно потока на-
пыляемого материала. 
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