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В работе приводится краткий исторический анализ проблем и задач, использующих расстояние Хаус-
дорфа. Задача распознавания образов по своей сути не нова и возникает в самых разнообразных направлени-
ях исследований, начиная от прикладных задач в области безопасности и оцифровки аналоговых сигналов 
до задач теории оптимального управления и дифференциальных игр. Все эти задачи имеют ярко выражен-
ный междисциплинарный характер и являются основой развития нового поколения технических систем рас-
познавания, носящих сугубо узконаправленный и практический характер в различных направлениях. В дан-
ной работе проведен анализ существующих элементов оптимизации Хаусдорфова расстояния для выпуклых 
и невыпуклых многоугольников и показаны пути оптимизации. При одновременной работе с оперативной 
памятью компьютера, причем с блоками, находящимися в различных сегментах, возникает необходимость 
оптимизации не самого алгоритма, а возможности использования сверхоперативной памяти. Поэтому среди 
современных технологий оптимизации авторы работы остановились на низкоуровневой оптимизации ис-
пользования сверхоперативной памяти для систем с общей памятью на несколько процессоров. Ключевая 
идея оптимизации заключалась в «удобном» для вычислителя размещении нескольких основных массивов 
данных в памяти, что увеличило производительность на 15–20 % в зависимости от их размера.
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The paper provides a brief historical analysis of problems and problems using the Hausdorff distance. The 
task of pattern recognition is inherently not new and arises in the most diverse areas of research, ranging from 
applied tasks in the field of security and digitization of analog signals to problems of the theory of optimal control 
and differential games. All these tasks have a clearly expressed interdisciplinary character and is the basis for the 
development of a new generation of technical recognition systems that are strictly narrow-minded and practical 
in various directions. In this paper, we analyze the existing elements of the Hausdorff distance optimization for 
convex and non-convex polygons and show the optimization paths. When working with the computer’s RAM at 
the same time, and with the blocks in different segments, it was necessary to optimize not the algorithm itself, but 
the possibility of using the processor cache. Therefore, among the modern optimization technologies, the authors 
stopped at low-level optimization of the use of the memory for systems with shared memory for several processors. 
The key idea of optimization was the «convenient» for the calculator placement of several basic data sets in memory, 
which increased productivity by 15–20 %, depending on their size.
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Задача распознавания образов по сво-
ей сути не нова и возникает в самых раз-
нообразных направлениях исследований, 
начиная от прикладных задач в области 
безопасности и оцифровки аналоговых 
сигналов до задач теории оптимально-
го управления и дифференциальных игр. 
Наибольшее развитие и совершенство-
вание методов решения данных задач на-
блюдается в современности. Связано это 
прежде всего с необходимостью снятия 
возникающих огромных информационных 
нагрузок с человека и необходимостью ис-

пользовать одновременно мышление и вос-
приятие, свойственное распознаванию. 
Все эти задачи имеют ярко выраженный 
междисциплинарный характер и являются 
основой развития нового поколения тех-
нических систем распознавания, носящих 
сугубо узконаправленный и практический 
характер в различных направлениях, вклю-
чая медицину и создание искусственного 
интеллекта. Одним из самых ранних на-
правлений исследований было оптическое 
распознавание символов (Optical Character 
Recognition, OCR). 
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Анализ методов определения  
Хаусдорфова расстояния

Среди большого количества работ, 
посвященных данной тематике, следует 
выделить обзорную работу [1]. В ней за-
трагивают как теоретические аспекты, так 
и аспекты практического плана с точки зре-
ния разработки алгоритмов. Еще в 1990-х гг.  
написана работы П. Грубера [2] освещаю-
щая различные грани аппроксимации выпу-
клых тел и дальнейшее развитие и исследо-
вание смежных с данной темой вопросов. 
Автор подчеркивает, что наряду с развити-
ем совершенной формы классических под-
ходов появились выдающиеся результаты 
об аттрактивных множествах.

Хаусдорфовой метрикой [3, 4] называют 
расстояние h на некотором заданном множе-
стве D между его подмножествами X, Y, где

( ) ( ) ( ), max max min , , max min , ,
Y XX Y

h X Y d x y d x y =  

где d(x, y) – расстояние между элементами 
подмножеств заданного множества.

На сегодняшний день существует боль-
шое количество работ так или иначе связан-
ных с метрикой Хаусдорфа, реализацией 
алгоритмов решения различных задач с ее 
применением и оптимизации существую-
щих алгоритмов. Однако в литературе слабо 
описаны алгоритмы низкоуровневой опти-
мизации, применительно к решению задач 
такого класса. Именно по этой причине 
в настоящей работе автор останавливается 
на данном вопросе.

Определение метрического простран-
ства в работе [5] сформулировано для вы-
пуклых неограниченных замкнутых под-
множеств Банахового с использованием 
метрики Хаусдорфа и установили отличия 
свойств выпуклых с данной метрикой от 
свойств метрического пространства. Ис-
следования в работе [6] привели к важно-
му утверждению, что не каждый объект 
в метрическом пространстве может быть 
аппроксимирован обобщенными много-
гранниками и в связи с этим ввели понятие 
обобщенного многогранника и критерии 
аппроксимации. Показали, что для аппрок-
симации равномерная непрерывность опор-
ной функции является необходимым и до-
статочным условием.

Другая не менее важная задача о ми-
нимизации метрики Хаусдорфова между 
двумя выпуклыми многоугольниками ре-
шалась в работе [7]. Авторы рассматривают 
два многоугольника: один являлся непод-
вижным, а другой мог изменять свое ме-
стоположение на плоскости (вращение или 
параллельный перенос). 

Ушаков и Лебедев [8] разработали 
и апробировали итерационные алгоритмы 
пошагового сдвига и вращения, гарантиру-
ющие уменьшение Хаусдорфова расстояния 
между подвижным и неподвижным объек-
тами с использованием дифференциальных 
свойств функции евклидова расстояния до 
выпуклого множества и геометрических 
свойств чебышевского центра компактного 
множества, и доказали теоремы о коррект-
ности разработанных алгоритмов для широ-
кого класса случаев. Многократный запуск 
алгоритма позволяет выбрать наилучший из 
вариантов.

В работах А.Б. Куржанского [9] 
и Ф.Л. Черноусько [10] используют в рабо-
тах аппроксимацию эллипсоидами и парал-
лелепипедами при решении задач оптималь-
ного управления множества достижимости 
динамических систем. В данном случае 
критерием оптимальности является рассто-
яние Хаусдорфа. 

По причине нарастания информати-
зации пространства и повышения интен-
сивности применения вычислительной 
техники не только обычными людьми для 
бытовых нужд, но и узкими специалистами 
в своей работе, растет потребность в ал-
горитмах и их оптимизации – как на алго-
ритмическом уровне, так и с применением 
новейших параллельных технологий. Еще 
одним не менее важным направлением ис-
следовательской работы считается созда-
ние новых оптимизационных алгоритмов. 
Чтобы сравнивать создаваемые алгоритмы 
с уже имеющимися, разработчики приме-
няют метрики Хаусдорфа в роли критерия 
их оптимальности. Еще одним серьезным 
минусом генетического алгоритма мож-
но назвать чрезмерную вычислительную 
сложность. Потребуется обучить огромное 
число суррогатных моделей и выполнить 
глобальный поиск максимума вероятности 
улучшения. Перечисленные шаги потребу-
ют значительных временных затрат. Невзи-
рая на вышеуказанные минусы алгоритма, 
его предназначением являются сложные 
целевые функции. При этом с вычислитель-
ной точки зрения, чем дольше длится вы-
числение, тем меньше будет относительное 
время работы алгоритма.

Методы низкоуровневой оптимизации
Отсюда следует, что применение опти-

мизации на базе метрики Хаусдорфа станет 
возможным, если привести структуры на-
чальных данных или в векторный вид, или 
в матричный, в соответствии с подобран-
ными критериями. Представление перво-
начальных данных в подобном формате 
дает возможность пользоваться матрич-
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ным алгоритмом оптимизации, реализо-
ванным, к примеру, в MATLAB, либо спе-
циализированными алгоритмами записи 
и сохранения алгоритмов в памяти ЭВМ, 
а также пользоваться низкоуровневой оп-
тимизацией, рассмотренной в работе [11]. 

Наиболее детальное описание совре-
менных алгоритмов представлено в ра-
боте [12]. Авторы сделали подробное 
описание алгоритмов распознавания мно-
гоугольников с установленным порогом 
для вычисления расстояния. Было проде-
монстрировано, что созданный алгоритм 
находит решение задачи за временной пе-
риод порядка (m×n), при этом обычным 
алгоритмам необходимо (m×n)log(m×n). 
Авторы представили подробное описание 
алгоритмов для геометрических объектов, 
таких как цепочка, цикл, ломаные линии 
и многоугольники. В работе [12] про-
демонстрировано, что трудоемкость вы-
числений увеличивается в последующем 
порядке: вначале цепочки, далее циклы, 
потом ломаные и в конечном итоге много-
угольники. Они разработали алгоритм 
для проверки усиленного неравенства для 
n-угольников множества Y и m-угольников 
множества X, с линейной зависимостью от 
этих величин.

Общеизвестно [11], что при обработке 
огромных массивов данных появляется по-
требность в ускорении вычислительного 
процесса. Выполним краткий анализ ис-
пользуемых сегодня технологий распарал-
леливания. Бурный рост параллельного 
программирования стал причиной возник-
новения разнообразных технологий парал-
лельного обрабатывания данных. В числе 
первых кластерных технологий появилась 
технология MPI (от англ. Message Passing 
Interface, в переводе – интерфейс переда-
чи сообщений). В дальнейшем на базе MPI 
был разработан GRID, выполняющий роль 
средства группового использования вы-
числительных мощностей с помощью сети 
Интернет. Одновременно с совершенство-
ванием кластерных и узловых технологий 
развивались и методики распараллелива-
ния внутри одного вычислителя. Вначале 
была разработана технология поддержки 
многопоточности в рамках одной програм-
мы. После возникновения многоядерных 
и мультипроцессорных систем данная тех-
нология получила второе рождение, и се-
годня нередко используется в различных 
приложениях.

Одной из самых известных и востребо-
ванных технологий стала OpenMP, базиру-
ющаяся на многопоточности. Технологии 
распараллеливания вычислений, без со-
мнений, дают превосходную возможность 

повысить скорость вычислений, однако 
они обладают определенными недостатка-
ми, наиболее значимым из которых можно 
назвать фактическую неосуществимость 
полного распараллеливания алгоритма 
и выхода на линейную зависимость увели-
чения производительности от количества 
процессоров.

В 1990-х гг. A.Г. Гофман внес предло-
жение по синхронной работе с оператив-
ной памятью, притом с блоками, распо-
ложенными в разных сегментах. Однако, 
если принять во внимание специфику ар-
хитектуры нынешних компьютеров, ста-
новится ясно, что она нивелирует любой 
временной выигрыш, полученный при 
одновременном исполнении арифметиче-
ских операций в алгоритме. Данное обсто-
ятельство сопряжено с тем, что время до-
ступа к ячейкам памяти, расположенным 
на определенной дистанции друг от дру-
га, превышающей размер процессорной 
КЭШ-линии (а в особенности в различных 
сегментах памяти) порождает Cache Miss 
(КЭШ-промахи). В результате появляется 
задержка в работе системного микропро-
цессора в размере сотен тактов, при этом 
для выполнения простых арифметических 
действий, таких как складывание, вычи-
тание, перемножение и деление (требует 
больше всего времени из перечисленных), 
необходимо лишь несколько десятков так-
тов [11]. Если появится потребность, мож-
но прибегнуть к последовательному пере-
бору линий данных в обоих направлениях.

Чтобы распараллелить вычисления 
с применением кластерного подхода и под-
ключением библиотеки MPI, необходимо 
особое программное обеспечение, инстал-
лированное на каждый узел кластера, а кро-
ме того, огромное число компьютеров, ис-
полняющих функцию этих узлов. Помимо 
этого, при создании параллельной реализа-
ции алгоритма необходимо свести к мини-
муму информационный обмен между узла-
ми, поскольку это играет роль «бутылочного 
горлышка» в рассматриваемой системе.

Самой перспективной и заниматель-
ной из вышеупомянутых технологий 
можно считать мелкозернистую сборку 
вычислений, изобретенную с целью под-
держки параллельной реализации крупно-
масштабных численных моделей. Вместе 
с мелкозернистой сборкой и трехмерной 
декомпозицией расчетной области про-
исходит распределение итоговых частей 
между кластерными узлами. Но, увы, мел-
козернистая сборка обеспечивает прирост 
производительности лишь на довольно 
крупномасштабных моделях, обрабатыва-
ющих огромные массивы данных и осу-
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ществляющих огромное число вычисли-
тельных операций. Кроме того, подобная 
реализация обеспечивает значительное 
увеличение быстродействия лишь в случае 
наличия слабой связи по данным между 
элементами расчетной области.

Результаты и их анализ
Тем не менее использование низкоуров-

невой оптимизации доступно лишь тем, кто 
разбирается в механизме исполнения ко-
манд на нынешних микропроцессорах. Вос-
пользовавшись этими сведениями, можно 
добиться значительного ускорения выпол-
нения процедуры (на десятки процентов). 
Низкоуровневая оптимизация потребления 
сверхоперативной памяти состояла в «ком-

фортном» для вычислителя расположении 
ряда ключевых массивов данных, а это 
в свою очередь повышало быстродействие 
минимум на 15 %, исходя из величины мас-
сивов. Такое размещение для трехмерных 
массивов показано на рис. 1.

Использование низкоуровневой опти-
мизации приводит к существенному ускоре-
нию процесса вычислений. В качестве базы 
для оценки эффективности низкоуровневой 
оптимизации был использован распаралле-
ленный, но не оптимизированный на низ-
ком уровне код. На рис. 2 показано ускоре-
ние вычислений в результате оптимизации 
при распараллеленном коде. Как видно из 
рисунка, оптимизация позволяет увеличить 
скорость вычислений на 41 %. 

Рис. 1. Размещение в памяти 3D массива для низкоуровневой оптимизации

Рис. 2. Увеличение быстродействия вследствие низкоуровневой оптимизации
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На рис. 3 показана зависимость времени 
выполнения кода, ортонормированная на объ-
ем данных. На графике видно, что на отдель-
ных размерностях сетки наблюдается серьез-
ное замедление вычислительного процесса, 
что сопряжено с недостаточно рациональным 
использованием cache-памяти вычислителя. 
Проведение низкоуровневой оптимизации 
увеличит рациональность использования 
cache-памяти, а благодаря этому возрастет 
и вычислительная скорость на 40 %, как де-
монстрирует розовая кривая.

Заключение
Подытоживая, стоит отметить, что уве-

личение быстродействия достигнуто благо-
даря росту рациональности использования 
КЭШ-памяти вычислителя. При добавле-
нии распараллеливания на многоядерных 
машинах наблюдается дополнительный 
рост вычислительной скорости.
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Рис. 3. Рост скорости при эффективном использовании низкоуровневой оптимизации


