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Настоящая статья посвящена описанию построения и реализации алгоритма генерации случайных 
точек внутри произвольных многоугольников и многогранников. Использование геометрических приемов 
позволяет избавиться от «холостого хода» алгоритма, возникающего при использовании цикла с постус-
ловием «пока не будет получено необходимое количество точек». Преимущества их использования осо-
бенно проявляются для невыпуклых многоугольников, площадь которых значительно меньше площади их 
выпуклой оболочки, и для невыпуклых многогранников, объем которых также значительно меньше объема 
их выпуклой оболочки. Предложенные в работе геометрические приемы позволяют упростить построение 
и реализацию алгоритма генерации случайных точек, равномерно распределённых внутри произвольных 
многоугольников и многогранников. Число шагов для получения необходимого числа точек в каждом тре-
угольнике (тетраэдре) в произвольной триангуляции заданного многоугольника (многогранника) в предло-
женном алгоритме определяется явно. Был проведен вычислительный эксперимент, наглядно демонстриру-
ющий преимущества такого подхода.
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This article is devoted to the description of the construction and implementation of the algorithm for generating 
random points inside arbitrary polygons and polyhedra. Using geometric methods make it possible to get rid of the 
«idle running» algorithm that arises in some cases when using a cycle with the postcondition «until the required number 
of points is obtained». The advantages of using them are especially evident for nonconvex polygons whose area is 
much smaller than the area of their convex hull, and for nonconvex polyhedra whose volume is also much smaller 
than the volume of their convex hull. The geometric methods proposed in this paper make it possible to simplify the 
construction and implementation of the algorithm for generating random points uniformly distributed inside arbitrary 
polygons and polyhedra. The number of steps for obtaining the required number of points in each triangle (tetrahedron) 
in an arbitrary triangulation of a given polygon (polyhedron) in the proposed algorithm is determined explicitly. A 
computational experiment was performed, clearly demonstrating the advantages of this approach.

Keywords: random point within the polygon, random point within the polyhedra, uniform distribution of points, 
generation of random points

Распределение случайных точек внутри 
произвольной фигуры на плоскости или 
в пространстве является актуальной про-
блемой не только в вычислительной и сто-
хастической геометрии, но и в математиче-
ском моделировании, численных методах, 
компьютерной графике [1–4]. Больший 
интерес представляет равномерное распре-
деление точек, которое связано не только 
с вычислительными задачами, решаемы-
ми, например, методом Монте-Карло, но и 
с многочисленными техническими, биоло-
гическими и экономическими приложени-
ями [5, 6]. В последние годы активно раз-
рабатываются программные продукты для 
работы с моделями карт, для проектирова-
ния ландшафтов и экологического модели-
рования, содержащие инструменты для слу-
чайного расположения объектов (например, 

для территориального распределения лес-
ных массивов на картах и др.) [7, 8]. Однако 
в использовании таких систем, в частности 
при работе с инструментами случайного 
распределения точек (объектов на картах), 
существуют определенные неудобства. 
Например, на сайте Geospatial Modelling 
Environment [8] указано, что программа мо-
жет достаточно долго выполнять распреде-
ление случайных объектов, если область на 
карте имеет малую площадь и большой пе-
риметр. Такая же ситуация возможна и при 
работе с инструментами в профессиональ-
ном картографическом программном обе-
спечении ArcGIS pro [7]. В обеих системах 
алгоритмы используют циклы с постусло-
вием: случайные точки внутри некоторой 
выпуклой оболочки, содержащей выбран-
ную область (на карте), генерируются до 
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тех пор, пока внутрь этой области не попа-
дет заданное количество точек. Очевидно, 
что если площадь выбранной области мала 
по сравнению с площадью ее выпуклой 
оболочки, то количество шагов такого алго-
ритма может быть велико.

Существуют различные алгоритмиче-
ские подходы к решению этой проблемы [3, 
5, 6, 9]. Вариативность подходов и эффек-
тивное решение этой проблемы стало воз-
можным благодаря активному использова-
нию информационно-коммуникационных 
технологий, специализированным про-
граммным продуктам (например, пакетам 
компьютерной математики). Сочетание 
ИКТ и наглядности геометрических подхо-
дов в решении таких задач дает определен-
ные преимущества [5, 6, 10, 11].

В данной статье показаны геометриче-
ские приемы для построения и реализации 
алгоритма генерации случайных точек вну-
три произвольных многоугольников и мно-
гогранников. Они позволяют избавиться от 
«холостого хода» алгоритма, возникающего 
при использовании цикла с постусловием 
«пока не будет получено необходимое коли-
чество точек». Преимущества использова-
ния этих геометрических приемов особенно 
проявляются для невыпуклых многоуголь-
ников, площадь которых значительно мень-
ше площади их выпуклой оболочки, и для 
невыпуклых многогранников, объем кото-
рых также значительно меньше объема их 
выпуклой оболочки.

Генерация случайных точек  
внутри произвольных  

многоугольников и многогранников
Мы рассматриваем следующие задачи.
Задача 1. Произвольный многоугольник 

P площади S задан координатами своих вер-
шин на плоскости. Требуется равномерно 
распределить внутри него n случайных то-
чек. Уточним постановку задачи. Требует-
ся построить последовательность Dn(n∈n), 
такую, что:

1) Dn является n-элементным множе-
ством точек плоскости и nD P⊂ ;

2) для любого треугольника Q P⊆  пло-
щадью S(Q) обозначим посредством k(Q, n) 
количество точек из Dn, попавших внутрь Q. 

Требуется, чтобы ( , )lim Q

n

Sk Q n
n S→∞

= .

В общем случае решение поставленной 
задачи подразумевает построение какой-ли-
бо триангуляции данного многоугольника 
и «равномерное заполнение» точками каж-
дого из треугольников. При этом генериру-
ются две последовательности независимых 
случайных чисел si и ti) (i = 1,…, n), равно-
мерно распределенных на интервале (0, 1). 

В этом случае точки с координатами (si, ti) 
равномерно распределены внутри единич-
ного квадрата. Если задать на плоскости 
произвольные точки A, B, то точки с коор-
динатами

i i A i B

i i A i B

x s x t x
y s y t y

= ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅

будут равномерно распределены внутри па-
раллелограмма со сторонами OA, OB.

Однако для равномерного распределе-
ния точек внутри треугольника OAB требу-
ется проверять условие si + ti ≤ 1. Выгоднее 
изначально равномерно распределить точки 
внутри прямоугольного треугольника с еди-
ничными катетами, гипотенуза которого со-
впадает с диагональю квадрата (так как это 
позволяет избавиться от проверки условия 
si + ti ≤ 1). Мы предлагаем следующее реше-
ние задачи 1.

Пусть сгенерированы две последова-
тельности независимых случайных чисел 
si и ti (i = 1,…, n), равномерно распределен-
ных на интервале (0, 1). Построим последо-
вательность точек с координатами

( ) ( ), min( , ),1 max( , )i i i i i is t s tα β = −
(эти точки равномерно распределены вну-
три прямоугольного треугольника с еди-
ничными катетами (см. пример на рис. 1 
слева)). Тогда (фактически выполнив аф-
финное преобразование) получим, что слу-
чайные точки M(xi, yi) с координатами 

i i A i B

i i A i B

x x x
y y y

= α ⋅ + β ⋅
 = α ⋅ + β ⋅

равномерно распределены внутри произ-
вольного треугольника OAB (см. пример на 
рис. 1 справа). Несложно записать формулы 
для координат случайных точек внутри про-
извольного треугольника ABC.

Важным моментом в равномерном рас-
пределении случайных точек внутри про-
извольного многоугольника является опре-
деление количества точек внутри каждого 
треугольника в построенной триангуляции 
(ее всегда можно построить, взяв в качестве 
узлов только вершины многоугольника).

Мы предлагаем распределить необходи-
мое количество точек n, не пользуясь опре-
делением и приближенными равенствами, 
а явным образом, используя геометриче-
ские приемы. Для построения равномерно-
го распределения мы предлагаем следую-
щий алгоритм: 

1. Пронумеруем все треугольники в три-
ангуляции (обозначим их количество k) 
и найдем площадь каждого из них: S1, S2,…, 
Sk (площадь многоугольника обозначим S).
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2. Построим разбиение отрезка [0, S] 
точками S1, S1 + S2, …, S1 + S2 + … + Sk-1.

3. Сгенерируем последовательность n 
случайных чисел ξi, равномерно распреде-
ленных на интервале (0, 1), и составим по-
следовательность ξi∙S.

4. Количество точек mk внутри k-го тре-
угольника будет равно числу точек вида 
ξi∙S, попавших в k-й промежуток разбиения 
в п. 2). Очевидно, что 1 2 km m m n+ + =

.
На рис. 2 показан пример распределе-

ния случайных точек внутри невыпуклого 
многоугольника. Построение выполнено 
в MATLAb с помощью алгоритма, реализо-
ванного с учетом представленных в работе 
геометрических подходов.

Рассмотрим задачу о равномерном рас-
пределении точек внутри произвольного 
многогранника.

Задача 2. Произвольный многогранник P 
объема V в пространстве задан координатами 
своих вершин. Требуется равномерно распре-
делить внутри него n случайных точек.

Аналогично задаче 1 уточним постанов-
ку задачи. Требуется построить последова-
тельность Dn(n∈n), такую что:

1) Dn является n-элементным множе-
ством точек плоскости и nD P⊂ ;

2) для любого тетраэдра Q P⊆  объ-
емом V(Q) обозначим посредством k(Q, n) 
количество точек из Dn, попавших внутрь Q. 

Требуется, чтобы ( , )lim .Q

n

Vk Q n
n V→∞

=

В общем случае решение поставленной 
задачи подразумевает построение какой-ли-
бо трехмерной триангуляции данного мно-
гогранника (разбиение на тетраэдры) и рав-
номерное «заполнение» точками каждого 
тетраэдра в разбиении. При этом генериру-
ются три последовательности независимых 
случайных чисел si, ti и ri (i = 1,…, n), равно-
мерно распределенных на интервале (0, 1). 
Известно, что в этом случае точки с коорди-
натами (si, ti, ri) равномерно распределены 
внутри единичного куба. 

Рис. 1. Пример равномерного распределения 750 случайных точек (αi, βi) внутри  
прямоугольного треугольника (слева) и соответствующее ему распределение  

точек M(xi, yi) внутри треугольника OAB (где A (1, 4) и B (3, 0))

Рис. 2. Полученное с помощью предложенного алгоритма случайное распределение 250 (слева) 
и 750 (справа) точек внутри многоугольника
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Рассмотрим в пространстве произвольные точки A, B, C (общего положения). Тогда 
точки M(xi, yi, zi) с координатами

i i A i B i C

i i A i B i C

i i A i B i C

x s x t x r x
y s y t y r y
z s z t z r z

= ⋅ + ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅ + ⋅

будут равномерно распределены внутри параллелепипеда с ребрами OA, OB, OC.
Мы предлагаем следующее решение задачи о равномерном распределении n точек вну-

три тетраэдра OABC.
Зададим точки с координатами

( ) ( ), , min( , , ), 1 max( , , ), 2min( , , ) max( , , )i i i i i i i i i i i i i i i i i is t r s t r s t r s t r s t rα β γ = − + + − − .

Рис. 3. Пример равномерного распределения 750 случайных точек (αi, βi, γi) внутри тетраэдра, 
образованного векторами , ,i j k



 

 (слева), и соответствующее ему распределение точек M(xi, yi, zi) 
внутри тетраэдра OABC (где A (5, 2, 1), B (1, 6, 2) и C (2, 1, 7))

Эти точки равномерно распределены 
внутри тетраэдра, образованного векторами 

, ,i j k


 

 (см. пример на рис. 3 слева). Тогда 
(по существу выполнив аффинное преобра-
зование) случайные точки M(xi, yi, zi) с коор-
динатами 

i i A i B i C

i i A i B i C

i i A i B i C

x x x x
y y y y
z z z z

= α ⋅ + β ⋅ + γ ⋅
 = α ⋅ + β ⋅ + γ ⋅
 = α ⋅ + β ⋅ + γ ⋅

будут равномерно распределены внутри 
произвольного тетраэдра OABC (см. пример 
на рис. 3 справа). Несложно записать фор-
мулы для координат случайных точек вну-
три произвольного тетраэдра ABCD.

Опишем алгоритм равномерного рас-
пределения n случайных точек внутри про-
извольного многогранника в построенной 
трехмерной триангуляции (ее всегда можно 

построить, взяв в качестве узлов только вер-
шины многогранника).

Как и при решении задачи 1, мы предла-
гаем распределить необходимое количество 
точек n, не пользуясь определением и при-
ближенными равенствами, а явным обра-
зом, избегая холостого хода алгоритма при 
проверке условия принадлежности точки 
многограннику. Алгоритм аналогичен при-
веденному выше для задачи 1 и включает 
в себя выполнение следующих шагов.

1. Пронумеруем все тетраэдры в триан-
гуляции (обозначим их количество k) и най-
дем объем каждого из них: V1, V2,…, Vk (объ-
ем многогранника обозначим V).

2. Построим разбиение отрезка [ ]0,V  
точками V1, V1 + V2, …, V1 + V2 + … + Vk-1.

3. Сгенерируем последовательность n 
случайных чисел ξi, равномерно распре-
деленных на интервале (0, 1), и составим 
вспомогательную последовательность ξi∙V.



СОВРЕМЕННЫЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   № 1, 2018

31 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 

4. Количество точек mk внутри k-го те-
траэдра будет равно числу точек вида ξi∙V, 
попавших в k-ый промежуток разбиения 
в п. 2). Очевидно, что будет выполняться 
равенство 1 2 km m m n+ + = .

Пример 1. Будем распределять n слу-
чайных точек внутри тетраэдра, образо-
ванного векторами , ,i j k



 

, объем которого 
V = 1/6. Обозначим V1 – объем тетраэдра, от-
секаемого от исходного плоскостью x = 1/2, 
V2 – объем тетраэдра, отсекаемого от исход-
ного плоскостью y = 1/2, V3 – объем тетраэ-
дра, отсекаемого от исходного плоскостью 
z = 1/2, V4 – объем куба с ребром 1/3, три 
смежных ребра которого выходят из нача-
ла координат. Число точек, попавших в от-
секаемые тетраэдры, обозначим соответ-
ственно n1, n2, n3, а в куб – n4. Очевидно, что 
V1 = V2 = V3 = 1/48, V4 = 1/27. 

В таблице показаны отношения n1/n, 
n2/n, n3/n, n4/n (с точностью до 0,001) для 
числа случайных точек n = 750, 1000, 
3000, 5000, 10000, 50000, 100000. Предель-
ные отношения соответственно равны 

31 2 1 0,125
8

VV V
V V V

= = = =  и 4 2 0.(2)
9

V
V

= = .  

Вычислительный эксперимент выполнен 
в MATLAb.

Заключение
Предложенные в работе геометриче-

ские приемы позволяют упростить по-
строение и реализацию алгоритма ге-
нерации случайных точек, равномерно 
распределённых внутри произвольных 
многоугольников и многогранников, явно 
определять число шагов для получения 
необходимого числа точек. Приведенные 
примеры демонстрируют преимущества 
такого подхода.

Работа выполнена при финансовой под-
держке ФГБОУ ВО «КГПУ им. В.П. Аста-
фьева» по договору о выполнении НИР от 
21.06.2017 г. № 16-746.
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Результаты вычислительного эксперимента в примере 1

Номер эксперимента № 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7
Число точек n 750 1000 3000 5000 10000 50000 10000

n1/n 0,123 0,130 0,125 0,124 0,123 0,124 0,126
n2/n 0,112 0,123 0,122 0,127 0,122 0,125 0,125
n3/n 0,128 0,131 0,129 0,122 0,125 0,125 0,124
n4/n 0,241 0,216 0,222 0,226 0,223 0,223 0,222


