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И МодеЛИРоВаНИе дИНаМИКИ оСадКа  
На ВХоде ПоРИСТоЙ СРедЫ
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Изучение фильтрации взвеси твердых частиц в пористой среде необходимо при проектировании ги-
дротехнических объектов, бетонировании рыхлого грунта, при создании очистных комплексов, в нефте-
добывающей промышленности и т.п. Рассматривается долговременная глубинная фильтрация суспензии 
в пористой среде с механико-геометрическим механизмом захвата твердых частиц. Исследуется динамика 
концентрации осажденных частиц на входе пористой среды в зависимости от вида блокирующего коэффи-
циента фильтрации. Показано, что в зависимости от кратности корня коэффициента фильтрации процесс 
фильтрации может длиться неограниченно, либо может прекратиться через некоторое время. Получена за-
висимость концентрации осажденных частиц от времени при различных значениях кратности корня коэф-
фициента фильтрации. Построены графики концентрации осадка для гладких и негладких коэффициентов 
фильтрации.
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tHe stUDY oF FLUID FLoW AnD MoDeLInG oF DePosIt  
DYnAMIcs At tHe PoRoUs MeDIA InLet
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the study of filtration of suspended solid particles in a porous medium is necessary for the design of hydraulic 
facilities, for concreting loose soil, for the creation of treatment complexes, in the oil industry, and so on. A long-
term deep filtration of a suspension in a porous medium with a mechanical-geometric mechanism of solid particles 
capture is considered. the dynamics of the concentration of retained particles at the porous medium inlet is studied 
depending on the type of the blocking filtration coefficient. it is shown that, depending on the multiplicity of the root 
of the filtration coefficient, the filtration process can last indefinitely, or it may stop after a while. the dependence 
of the concentration of retained particles on time is obtained for different values of the multiplicity of the root of the 
filtration coefficient. plots of deposit concentration for smooth and non-smooth filtration coefficients are obtained.

Keywords: filtration, suspension, porous medium, filtration coefficient, suspended and retained particles

Исследование движения потока жид-
кости, содержащей твердые взвешенные 
частицы, через пористую среду является 
актуальной задачей для многих областей 
науки и техники. Задачи вытеснения неф-
ти пластовой и закачанной водой, очистки 
сточных вод и жидких промышленных от-
ходов, фильтрации питьевой воды требуют 
изучения процессов переноса и осаждения 
частиц в пористых средах [1–3].

Пористая среда представляет собой 
твердое тело, испещренное полыми канала-
ми различной длины и формы, которые на-
зываются порами. При закачке в пористую 
среду суспензии – жидкости с взвешенны-
ми твердыми частицами – поток жидкости 
движется по порам, постепенно заполняя 
всю пористую среду. Если размеры частиц 
сравнимы с размерами пор, то твердые ча-
стицы проникают вглубь пористой среды. 
Некоторые частицы, движущиеся по ши-
роким порам, беспрепятственно проходят 
через пористую среду. Другие частицы, ко-
торые попали в поры малого поперечного 

сечения, застревают в них и образуют оса-
док (рис. 1).

Рассмотрим процесс долговремен-
ной глубинной фильтрации, при котором 
осажденные частицы постепенно нака-
пливаются на всем протяжении пористой 
среды, а не только в ее поверхностном 
слое. Предполагается, что одна осаж-
денная частица полностью закупоривает 
одну пору и прекращает движение через 
этот канал. Застрявшая в поре частица не 
может быть выбита из нее другими части-
цами или потоком жидкости и навсегда 
остается неподвижной [4]. Основной при-
чиной осаждения твердых частиц суспен-
зии в порах является механико-геометри-
ческий механизм захвата частиц: частицы 
свободно проходят через поры большого 
диаметра и застревают на входе пор, раз-
меры которых меньше диаметра частиц.

Математическая модель фильтрации 
состоит из двух дифференциальных урав-
нений в частных производных первого 
порядка, описывающих движение твер-
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дых частиц в пористой среде. Неизвест-
ными служат концентрации взвешенных 
и осажденных частиц. Первое уравнение 
связано с законом сохранения массы ча-
стиц, второе задает скорость роста осад-
ка. Коэффициент пропорциональности 
между скоростью роста осадка и концен-
трацией взвешенных частиц называется 
коэффициентом фильтрации. Вид этого 
коэффициента определяется эксперимен-
тально. Если все поры малых размеров 
закупорены осажденными частицами, 
процесс образования осадка прекращает-
ся и все частицы беспрепятственно про-
ходят через большие поры. Концентрация 
осажденных частиц достигает максималь-
ного значения, при котором коэффициент 
фильтрации обращается в ноль. Такой ко-
эффициент фильтрации называется бло-
кирующим. В зависимости от кратности 
корня максимум осадка может достигать-
ся при конечном значении времени или 
при t → ∞.

Математические модели фильтрации 
рассматриваются во многих работах. В ряде 
случаев удается получить точное решение 
задачи [5–8]. В окрестности линий, на ко-
торых построено точное решение, строится 
асимптотика [9–12]. Если аналитическое 
решение отсутствует, задача решается чис-
ленно [13–15].

В работе рассматривается динамика 
роста осажденных частиц на входе пори-
стой среды. Исследуется решение задачи 
фильтрации при блокирующих коэффици-
ентах фильтрации различной кратности. 
Построены графики концентрации осадка 
для гладких и негладких коэффициентов 
фильтрации.

Математическая модель
В одномерном случае для однородной 

пористой среды в предположении постоян-
ных пористости и проницаемости система 

безразмерных уравнений фильтрации в об-
ласти {( , ) : 0 1, 0}x t x tΩ = < < >  имеет вид

 
( ) 0C S C

t x
∂ + ∂+ =

∂ ∂
, (1)

 ( )S S C
t

∂ = Λ
∂

. (2)

Здесь C(x, t); S(x, t) – концентрации взве-
шенных и осажденных частиц. Коэффици-
ент фильтрации ( )SΛ  положителен и убы-
вает с ростом S, поскольку при увеличении 
осадка количество вакантных пор малого 
размера сокращается и скорость образова-
ния осадка уменьшается.

Введение переменной пористости и про-
ницаемости пористой среды существенно 
усложняет уравнение массообмена (1). От-
носительные пористость и проницаемость 
возрастают при увеличении концентрации 
осажденных частиц S(x, t). Уравнение (1) 
принимает вид

 ( ) ( )( ) ( ) 0Sg S C f S C
t x t

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

. (3)

Здесь пористость g(S) и проницаемость 
f(S) – гладкие возрастающие функции.

Для единственности решения систем 
уравнений (1), (2) и (2), (3) необходимо за-
дать дополнительные условия. Пусть в по-
ристую среду впрыскивается суспензия 
с постоянной концентрацией p взвешенных 
частиц, а в начальный момент времени по-
ристая среда пуста и не содержит взвешен-
ных и осажденных частиц. Соответствую-
щие условия имеют вид
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Рис. 1. Сечение пористой среды с взвешенными и осажденными частицами суспензии
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Точное решение  
на входе пористой среды

Подставляя условие (4) в уравнение (2), 
получаем соотношение для концентрации 
осажденных частиц на входе пористой сре-
ды x = 0

 ( )S S p
t

∂ = Λ
∂

. (7)

Решаем уравнение (7) методом разделе-
ния переменных. Делим переменные

 
/

( )
S t p

S
∂ ∂ =
Λ  (8)

и интегрируем (8) по переменной t:

 
0

/
( )

t S t dt pt
S

∂ ∂ =
Λ∫ . (9)

Используя условие (6), произведем за-
мену в интеграле (9):

 
0 ( )

S dS pt
S

=
Λ∫ . (10)

Соотношение (10) задает зависимость 
от времени концентрации осажденных ча-
стиц на входе пористой среды.

Рассмотрим блокирующие коэффициен-
ты фильтрации, имеющие корень кратности 
n, вида

 ( ) ( )nS a bSΛ = − . (11)

Здесь a, b, n – положительные константы.
В случае n ≥ 1 интеграл в левой части 

(10) имеет неинтегрируемую особенность. 
Решение S(0, t) возрастает при всех t и стре-
мится к предельному значению a/b при 
t → ∞.

При 0 < n < 1 особенность в интеграле 
(10) интегрируема, и предельное значение 
концентрации осадка на входе пористой 
среды достигается за конечное время tmax, 
определяемое из соотношения

 
/

max
0 ( )

a b dS pt
S

=
Λ∫ . (12)

Ниже приводятся расчеты концентра-
ции осажденных частиц на входе пористой 
среды и соответствующие графики для раз-
личных значений кратности n.

Численное моделирование
Ниже при построении графиков концен-

трации осажденных частиц при различных 
значениях кратности n выбраны значения 
параметров
 1, 1a b p= = = . (13)

1. n = 1. Случай линейного коэффици-
ента фильтрации наиболее часто встреча-
ется в приложениях. Интеграл в левой ча-
сти (10) равен

0

1 ln 1
S dS b S

a bS b a
 = − − −  ∫ ,

и решение уравнения (10) имеет вид

 ( )( ) 1 bptaS t e
b

−= − . (14)

На рис. 1 приведен график концентра-
ции осадка при n = 1.

Рис. 2. Концентрация осадка для линейного 
коэффициента фильтрации

2. n > 1. В случае кратного корня (11) 
решение уравнения (10) задается формулой

 
11

1 1( )
( 1)nn

S t a
b a n bpt−−

 
 = −
 + − 

. (15)

На рис. 3, 4 приведены графики концен-
трации осадка при n = 2 и n = 3.

Рис. 3. Концентрация осадка для 
коэффициента фильтрации при n = 2
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Рис. 4. Концентрация осадка для 
коэффициента фильтрации при n = 3

3. 0 < n < 1. В случае дробной степени n 
решение уравнения (10) имеет вид

 

( )
1

1 1

max max

1( ) ( 1) ,

; , .

n nS t a a n bpt
b

at t S t t
b

− −
 

= − + −  

≤ = >  (16)

Рис. 5. Концентрация осадка для 
коэффициента фильтрации при n = 0,5

Рис. 6. Концентрация осадка для 
коэффициента фильтрации при n = 0,25

На рис. 5, 6 приведены графики концен-
трации осадка при n = 0,5 и n = 0,25.

При n < 1 максимальный осадок дости-
гается в момент времени t = tmax, при t > tmax 
концентрация осадка постоянна. Имеем

 
1

max (1 )

nat
bp n

−

=
−

. (17)

В частности, для значений параметров 
(13) при n = 0,5 имеем tmax = 2; при n = 0,25 – 
tmax = 4/3.

Заключение
При впрыске суспензии в пористую сре-

ду процесс фильтрации начинается у входа. 
В каждый момент времени на входе по-
ристой среды концентрация осажденных 
частиц максимальна. Подробное изучение 
динамики осадка на входе позволяет оце-
нить процесс долговременной фильтрации 
внутри пористой среды.

При уменьшении количества свобод-
ных пор малых размеров скорость филь-
трации замедляется. В работе показано, 
что темпы замедления определяются крат-
ностью корня блокирующего коэффициен-
та фильтрации (9).

При n ≥ 1 замедление скорости филь-
трации происходит настолько резко, что 
процесс фильтрации длится неограни-
ченно долго. Чем меньше вакантных ма-
лых пор остается в пористой среде, тем 
сложнее частице заблокировать свобод-
ную пору, поскольку основной поток су-
спензии движется через поры больших  
размеров.

При 0 < n < 1 скорость фильтрации 
также уменьшается с ростом осадка, но 
в меньшей степени. В этом случае осадок 
достигает максимального значения за ко-
нечное время. В момент времени t = tmax 
все малые поры блокированы осажден-
ными частицами. Процесс фильтрации 
прекращается, и все взвешенные частицы 
суспензии свободно проходят через поры 
больших размеров от входа к выходу пори-
стой среды.
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