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В работе представлена новая матричная форма уравнений движения механических систем, состоящих 
из абсолютно твердых тел и имеющих структуру дерева, выписанная относительно обобщенных координат, 
квазискоростей и обобщенных импульсов Пуассона. Предложены два алгоритма разрешения полученных 
уравнений относительно производных независимых координат, ориентированные на численное моделиро-
вание. Первый алгоритм является методом прогонки решения систем линейных алгебраических уравнений. 
Он аналогичен методу отдельных тел А.Ф. Верещагина, разработанного для разрешения уравнений дви-
жения цепочки тел относительно старших производных. Второй алгоритм основан на применении схемы 
Холецкого. Получены рекуррентные формулы, позволяющие алгоритмизировать все этапы формирования 
математической модели. Показано, что вычислительная трудоемкость решения уравнений динамики с ис-
пользованием данных алгоритмов линейно зависит от числа тел в механической системе, что говорит об 
их эффективности. Выполнено сравнение алгоритмов между собой. Приведены результаты моделирования 
конкретных механических систем с большим числом степеней свободы, которые показывают преимущество 
алгоритма, основанного на схеме Холецкого перед методом прогонки.
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The article presents a new matrix form of equations of motion for rigid body systems with a tree structure, which 
uses generalized coordinates, quasi-coordinates and generalized Poisson impulses. Two algorithms for solution of 
these equations for senior derivatives with the usage of computers are offered. The first algorithm is a method of 
Chaser for solving systems of linear algebraic equations. It is similar to the A.F. Vereschagin method proposed for 
resolution of equations of motion for chains of bodies with respect to higher derivatives. The second algorithm uses 
a Cholesky decomposition schema. Recurrent formulas were obtained, allowing to computerizing all the stages 
of the formation of mathematical model. The time complexity of solution of equations by these algorithms grows 
linearly with respect to the number of bodies in a mechanical system. This fact says about an effectiveness of these 
algorithms. The proposed algorithms are compared among themselves. For examples of integrating the equations of 
motion of systems of bodies with a large number of degrees of freedom shows the advantage of algorithm based on 
Cholesky factorization schema.
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Компьютерное моделирование динами-
ческого поведения механических систем 
широко используется при проектировании 
новых изделий машиностроения. При этом 
в качестве расчетной схемы часто выступа-
ет система абсолютно твердых тел, шарнир-
но связанных друг с другом. Повышения 
точности компьютерного моделирования 
можно добиться за счет увеличения числа 
тел в системе. При этом увеличивается тру-
доемкость моделирования. Поэтому сохра-
няется потребность в совершенствовании 
методов, ускоряющих процесс математиче-
ского моделирования [1–4].

В настоящей работе представлены алго-
ритмы формирования и разрешения урав-
нений движения систем твёрдых тел (СТТ), 

имеющих структуру дерева. Уравнения вы-
писаны относительно расширенного мно-
жества переменных: обобщенных коорди-
нат, обобщенных импульсов (переменных 
Гамильтона), квазискоростей и множителей 
Лагранжа. Статья является продолжением 
работ [5, 6]. В работе [5] из уравнений Эйле-
ра – Лагранжа были выведены в явном ма-
тричном виде уравнения движения СТТ со 
структурой дерева в переменных Гамильто-
на (обобщенных координатах и импульсах), 
а в работе [6] были рассмотрены различные 
алгоритмы разрешения системы дифферен-
циально-алгебраических уравнений движе-
ния СТТ в переменных Лагранжа (обобщен-
ных координатах и скоростях) относительно 
групп независимых переменных. В настоя-
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щем исследовании численные алгоритмы, 
разработанные в работе [6], адаптируются 
к уравнениям движения в переменных Га-
мильтона. Выполнено сравнение алгоритмов 
по их вычислительной эффективности. 

описание механической системы

Рассмотрим СТТ со структурой дерева. 
Будем считать, что связи в шарнирах явля-
ются голономными и идеальными.

Пусть число тел и шарниров в системе 
равно N. При этом в качестве первого шарни-
ра выбирается шарнир между одним из тел 
системы и «нулевым» телом. Будем считать, 
что закон движения «нулевого» тела в абсо-
лютной системе координат Oxyz задан. 

Введем нумерацию тел так, чтобы но-
мер тела, являющегося носителем i-го тела 
( )1,i N=  в графе системы был меньше i. 
В этом случае шарнир между i-м телом и его 
носителем будет иметь номер i. Тогда струк-
туру взаимосвязей в механической системе 
можно описать одним целочисленным масси-
вом { }1, , Nk k k= … , i-м элементом которого 
является номер тела, предшествующего i-му. 
Введем в рассмотрение следующие множе-
ства: Pi – упорядоченные множества номеров 
шарниров, входящих в пути между нулевым 
и i-ми телами; Ki – множества номеров тел, яв-
ляющихся дочерними для каждого i-го тела. 

Положение и ориентацию i-го тела 
в пространстве будем задавать с помощью 
радиуса-вектора iOO



 некоторой точки Oi 
тела и трех ортонормированных векторов 

( )
1

ie , ( )
2

ie , ( )
3

ie , определяющих базис свя-
занной с i-м телом системы координат (СК) 

i i i iO x y z . 
Введем обозначения: ri = OOi – ма-

трица-столбец координат вектора iOO


;  
ii k iO Oρ =  – матрица-столбец координат 

вектора 
ik i

O O


 в СК ki-го тела; i
jG  – матрица 

преобразования координат из СК, связан-
ной с j-м телом, в СК i-го тела (матрица на-
правляющих косинусов).

Предположим, что в i-м шарнире на 
систему накладывается li ≤ 6 интегрируе-
мых, линейно-независимых связей. В этом 
случае множество возможных относитель-
ных положений i-го тела будет являться 
ni-мерным конфигурационным многооб-
разием [5], где ni = 6 – li. Введем матри-
цу-столбец ( )1, , i

Tn
i i iq q q= …  обобщенных 

координат (параметров), определяющих по-
ложение любой точки этого многообразия. 
Тогда матрицы ρi и 

i

i
i kG G≡ , задающие от-

носительное положение i-го тела, будут яв-
ляться функциями этих параметров: 

( ),i i iq tρ = ρ , ( ),i i iG G q t= .

Параметризация возможных перемеще-
ний в каждом шарнире позволяет однозначно 
определить положение всех тел системы в аб-
солютной СК в любой момент времени t с по-
мощью следующих рекуррентных формул: 

0i

iT
i k ir r G= + ρ , 0 0

iki
iG G G= .

Тогда проекции линейной скорости vi 
и угловой скорости ωi i-го тела механиче-
ской системы на оси СК, связанной с i-м 
телом, можно вычислить по следующим ре-
куррентным формулам:
 *

iv v
ii k i i iC A q v= + + ,  (1)
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, 1, ij n= .

Символом «~» обозначены кососимме-
тричные матрицы векторного произведения. 

Введём в рассмотрение матрицу 
( )

6 6ij N N
S S

×
= :

 
6

6 6

, , 
, , 

0 , , 
ij i i

i

E j i
S C j k

j i k×

=
= − =
 ≠ ∨

 , 1,i j N= .  (2)

Заметим, что для любой кинематической 
структуры механической системы в каждой 
строке этой блочной матрицы содержится 
только два блока E6 и –Ci, не являющихся 
нулевыми. Матрица S содержит информа-
цию о структуре системы и об относитель-
ных положениях всех тел. Используя матри-
цу S, кинематические уравнения (1) можно 
записать следующим образом:
 *vS Aq v= + ,  (3)
где 

( )1 1v , , , , T
N Nv v= ω … ω , 

( )1diag , , NA A A= … , ( )1, , T
Nq q q= … .

Формулы (3) так же можно представить 
в явном виде
 ( )*v T Aq v= + ,  (4)
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где блоки обратной к S матрице T = S–1 мож-
но вычислить по формулам

 
6

6 6

, ,
, ,  , 1, .

0 , ,
iij i k j i

i

E j i
T C T j P i j N

j P×

 =
= ∈ =
 ∉

  (5)

Уравнения движения  
в импульсах Пуассона 

Введем следующие обозначения: 
c

i i i
i c

i i i

m E m r
M

m r J
 −

=  
 





, 
o

i
i o

i

f
F

m
 

=  
 

,

 ,

( )1diag , , NM M M= … , , 

( )1, , T
NF F F= … , T TQ A T F= , 

где mi, Ji – массы и тензоры инерции тел 
системы; c

ir  – матрицы-столбцы проекций 
радиус-векторов центров масс тел на оси 
связанных с ними СК; o

if , o
im  – проекции 

главных векторов и моментов активных сил 
в СК тел системы; Q – матрица-столбец 
обобщенных сил.

Тогда уравнения движения СТТ, имею-
щих структуру дерева, можно записать от-
носительно расширенного множества пере-
менных в виде

 *

v 0, 
v , 

, 

T

T

M S
S Aq v

A p

 − µ =
− + = −
 µ =

   (6) 

   (7)

Уравнения (6), (7) образуют замкнутую 
систему уравнений относительно квазиско-
ростей v, обобщенных скоростей q , пере-
менных μ (множителей Лагранжа) и про-
изводных p  от обобщённых импульсов 
Пуассона. При этом уравнения (7) разреше-
ны относительно импульсов Пуассона, а три 
уравнения (6) являются системой линейных 
алгебраических уравнений с блочной, трёх-
диагональной, симметричной, разреженной 
матрицей. Полный вывод уравнений движе-
ния СТТ (6), (7) можно найти в работе [5].

Заметим, что уравнения (6) по форме 
аналогичны системе уравнений движения 
СТТ, описанной в работах [1, 6]:

 

*

¨
*

w ,

w ,
0,

T

T

M S R F

S Aq w
A R

 − =
− + = −
 =

  (8)

где w – матрица-столбец проекций абсо-
лютных декартовых ускорений (линейных 
и угловых) всех тел системы на оси СК, 
связанных с ними. Члены F* и w* в пра-
вых частях уравнений содержат внешние 
активные силы и все силы, порождаемые 
гироскопическими, центробежными, кори-
олисовыми и явно зависящими от времени 
ускорениями.

В отличие от уравнений (8), которые 
служат для определения обобщенных уско-
рений q , уравнения (6) используются для 
вычисления обобщенных скоростей q . 

Однако по структуре уравнения (6) и (8) 
совпадают. Это позволяет применить для 
системы уравнений (6) алгоритмы, раз-
работанные ранее для решения системы 
уравнений (8). Например, метод отдельных 
тел А.Ф. Верещагина [7], методы редукции 
к уравнениям движения в форме Лагранжа 
2 или 1 рода [8–10].

Преимущество формы уравнений (6), 
(7) состоит в том, что при наличии допол-
нительных геометрических или кинема-
тических связей в механической системе 
уравнения (6), (7) могут быть замкну-
ты только уравнениями кинематических 
связей, а не продифференцированными 
дважды уравнениями связей, как в слу-
чае использования уравнений (8). При 
этом методы стабилизации связей (типа 
метода Баумгарта [9]), применяемые для 
уравнений (6), (7), обеспечивают экспо-
ненциальный закон компенсации откло-
нений в случае нарушения связей и не 
приводят к появлению дополнительных 
«паразитных» малых высокочастотных 
колебаний в механической системе. Это 
означает, что при применении известных 
численных методов интегрирования диф-
ференциально-алгебраических уравнений 
к уравнениям движения вида (6), (7) воз-
можен больший шаг интегрирования, сле-
довательно, меньшее время компьютерно-
го моделирования.

В работе [6] получены алгоритмы ме-
тода прогонки и Холецкого разрешения си-
стемы уравнений (8) относительно старших 
производных. В настоящей статье анало-
гичные алгоритмы построены для уравне-
ний (6), (7) в импульсах Пуассона.

Решение уравнений движения 
в импульсах Пуассона методом прогонки

Уравнения (6) являются системой ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
относительно обобщенных скоростей, ква-
зискоростей, множителей Лагранжа и име-
ют ленточную структуру. Поэтому для их 
разрешения относительно этих групп пере-
менных можно выписать метод прогонки 
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как модификацию метода Гаусса решения 
СЛАУ. На прямом ходе данного метода вы-
полняется последовательное исключение 
множителей Лагранжа μ, начиная с конце-
вых тел СТТ. На обратном ходе последова-
тельно вычисляются обобщённые скорости 
q , декартовые скорости v и множители Ла-
гранжа μ для каждого тела системы, начи-
ная с первого.

Вывод рекуррентных формул метода 
прогонки подробно изложен в статье [5]. 
Здесь же приведём только результирующий 
алгоритм метода. 

алгоритм метода прогонки
for :1i N=

( ) 1T *
i i i iD A M A

−
= , * T

i i i i iH E M A D A= −
* T *

i

i i j j
j

F F C F
∈Κ

= + ∑
* T *

i

i i j j j j
j

M M C H M C
∈Κ

= + ∑

( )* * * * *

i

T
i j j j j j j j j j

j

C M A D p H M v
∈Κ

 ϕ = + + ϕ ∑
end
for 1:i N=

( )( )* * *v
i

T
i i i i i i i k iq D p A M C v = − ϕ + + 

*v v
ii i k i i iC A q v= + +

* *vi i i iMµ = + ϕ

( ) *ÙT T T
i i i i i i ip A A A F= − µ +



end
Число арифметических операций, кото-

рые необходимо выполнить в данном алго-
ритме для разрешения системы уравнений 
(6), (7), растёт линейно в зависимости от 
числа тел в СТТ. В этом алгоритме проис-
ходит обращение небольших положитель-
но определённых симметричных матриц 

*T
i i iA M A , порядок которых равен числу 

обобщенных координат в i-м шарнире. По-
этому этот метод оказывается эффективным 
для численного моделирования СТТ с длин-
ными кинематическими цепями.

Разрешение уравнений  
движения с использованием 

факторизации холецкого
Метод прогонки в матричном виде ре-

ализует LU-разложение [11] матрицы си-
стемы уравнений (6) и не использует все 
свойства этой матрицы. Заметим, что она 
симметрична, блочно трехдиагональна, но 
не является положительно определенной. 
Поэтому для разрешения системы уравне-
ний (6) можно применить LTDL-разложение 
Холецкого [11], модифицируя его на случай 

неопределенности матрицы системы. Заме-
тим, что при LTDL-разложении разрежен-
ных систем линейных уравнений, имеющих 
ленточную структуру, треугольные множи-
тели L остаются ленточными матрицами.

Введем обозначения: 
T T *
ii U i i iV L A M C−= , 

где 
iUL  – факторы Холецкого поло-

жительно определенных симметрич-
ных матриц T * T

i ii i i i U UU A M A L L= = . Тогда 
( ) 1T * 1 T

i ii i i i U UD A M A L L
− − −== . 

Подставляя выписанные разложения 
в формулы алгоритма метода прогонки, 
можно после несложных преобразований 
получить следующий алгоритм разрешения 
системы уравнений (6), (7).

алгоритм метода холецкого
for :1i N=

* T *

i

i i j j
j

F F C F
∈Κ

= + ∑
( )* T * T

i

i i j j j j j
j

M M C M C V V
∈Κ

= + −∑

( )( )* T * * * T

i

i j j j j j j
j

C M v V x
∈Κ

ϕ = + ϕ +∑
Найти фактор Холецкого 

iUL  матрицы
T T *:  

i ii U U i i i iU L L U A M A= =

Решить ( )T T * * *
i i i iA M

iU i iL x p v= − ϕ +  отно-
сительно xi

Решить T T *
iU i i i iL V A M C=  относительно Viend

for  1:i N=
Решить v

i iU i i i kL q x V= −  относительно iq
*v v

ii i k i i iC A q v= + +
* *vi i i iMµ = + ϕ

end
В данном алгоритме, как и в преды-

дущем, число арифметических операций 
связано линейной зависимостью с чис-
лом тел в СТТ. Но вместо вычисления 
обратных матриц ( ) 1T *

i i iA M A
−

 находятся 
их факторы Холецкого и решаются систе-
мы линейных уравнений с треугольными 
матрицами. Поэтому вычислительная эф-
фективность разрешения уравнений дви-
жения (6), (7) полученным алгоритмом 
оказывается выше, чем методом прогон-
ки. Полный вывод аналогичных формул 
для системы уравнений (8), использую-
щий LTDL-разложение матрицы системы 
и факторизацию Холецкого для блоков 
этой матрицы, приведен в работе [6].
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Результаты численных экспериментов 
по сравнению эффективности методов 

Перед тем как приводить результаты 
численных экспериментов по сравнению 
рассмотренных выше методов разрешения 
системы уравнений (6), (7), заметим, что 
теоретические оценки показывают [11], что 
в методе Холецкого, учитывающего сим-
метрию матрицы системы, число арифме-
тических операций в два раза меньше, чем 
в методе прогонки. Однако практические 
результаты сравнения эффективности мето-
дов отличаются от теоретических.

Например, при численном моделирова-
нии динамики СТТ кроме временных за-
трат на разрешение уравнений (6) относи-
тельно обобщенных скоростей существуют 
общие затраты, связанные с вычислением 
кинематических характеристик и сил, дей-
ствующих на механическую систему, а так-
же затраты самого метода интегрирования 
дифференциальных уравнений (6), (7) по-
сле их разрешения. 

Описанные выше алгоритмы применя-
лись для численного моделирования ди-
намики СТТ, представляющих собой це-
почки тел, соединённых двухстепенными 
кардановыми шарнирами. Дифференциаль-
ные уравнения интегрировались методом 
штёрмера [12] шестого порядка. Сравнива-
лось время выполнения одного шага. При 
этом варьировалось число тел в системе. 

На рис. 1 для двух рассмотренных ал-
горитмов разрешения уравнений (6), (7) 
приведены графики зависимостей затрат 

времени на выполнение одного шага инте-
грирования от количества тел в системе.

Графики подтверждают теоретические 
выводы о том, что время, затрачиваемое на 
численное моделирование, линейно зависит 
от числа тел в системе. Причём, львиную 
долю составляют затраты времени на раз-
решение уравнений движения.

Для сравнения эффективности рассмо-
тренных методов приведем график отноше-
ния временных затрат T1/T2 на разрешение 
уравнений движения (рис. 2), где T1 и T2 – 
время, затрачиваемое на разрешение урав-
нений методом прогонки и методом LTDL-
разложения соответственно. 

Рис. 2. График отношения T1/T2

Из приведенного графика видно, что 
метод, использующий факторизацию Хо-
лецкого и учитывающий симметричность 
матрицы системы уравнений движения 
(6), (7), эффективнее метода прогонки. 

      

а)                                                                              б)

Рис. 1. Зависимость времени, затраченного на выполнение одного шага интегрирования, от числа 
тел в механической системе для двух рассмотренных методов разрешения уравнений движения
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Рис. 2 показывает, что алгоритм LTDL-
разложения позволяет в 1,35–1,4 раза со-
кратить время, затрачиваемое на разреше-
ние уравнений движения по сравнению 
с методом прогонки.

Заключение
В статье приведена новая компактная 

матричная форма записи уравнений дви-
жения СТТ, имеющих структуру дерева, 
выписанная относительно обобщенных ко-
ординат, квазискоростей и обобщенных им-
пульсов Пуассона.

Предложены два рекуррентных алго-
ритма разрешения этих дифференциальных 
уравнений относительно старших произ-
водных: метод прогонки и метод, исполь-
зующий LTDL-разложение и факторизацию 
Холецкого. Выполнено сравнение алгорит-
мов по их вычислительной эффективности. 
Приведенные примеры моделирования СТТ 
с различным числом тел показывают, что 
алгоритм, использующий факторизацию 
Холецкого, позволяет ускорить расчеты по 
сравнению с методом прогонки на 35–40 %.
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