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Проведен обзор литературы по тематике решения обратных задач электротехники применительно к рас-
чету намагниченности постоянных магнитов, являющихся магнитотвердыми материалами. Также в обзоре 
затронуты магнитостатические задачи дефектоскопии и магнитометрии для магнитомягких ферромагнети-
ков, методы решения которых могут быть применены при идентификации состояния постоянных магнитов 
в электротехнических устройствах. Выделены два подхода к решению: минимизация некоторого функцио-
нала с многократным решением задачи анализа магнитного поля; решение некорректно поставленных задач 
с применением методов регуляризации. Отмечен недостаток методов, заключающийся в больших требова-
ниях к ресурсам ЭВМ, в длительном времени расчета, что делает актуальным применение параллельных вы-
числений. Подчеркивается важность проведения численных исследований, направленных на анализ влияния 
исходных данных на результат решения обратной задачи.
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Постоянные магниты благодаря своим 
габарито- и энергосберегающим свойствам 
находят все более широкое применение 
в различных электротехнических устрой-
ствах: электродвигателях, магнитных муф-
тах и мультипликаторах, электромагнит-
ных приводах реле, контакторов, вентилей 
[9, 12, 19, 20, 23].

В то же время устройства с постоянны-
ми магнитами имеют одну важную техно-
логическую особенность, связанную с воз-
никновением риска выхода их из строя 
из-за локального размагничивания магни-
тов. Причины размагничивания могут быть 
следующими: бросок тока в обмотке, пере-
грев, механические воздействия. Наличие 
хотя бы одного из перечисленных факторов 
может привести к частичной или полной 
утрате свойств постоянными магнитами, 
к потере мощности и даже к отказу электро-

технического устройства. При возникно-
вении таких ситуаций в целях снижения 
воздействия негативных факторов на ра-
боту устройства необходимо оценивать со-
стояние постоянного магнита путем иссле-
дования распределения намагниченности 
по его объему. Как правило, намагничен-
ность нельзя измерить напрямую, однако 
ее можно определить косвенным путем, 
если сначала измерить значения магнитной 
индукции в доступных местах, например 
в воздушном зазоре устройства или в окру-
жающем магнит пространстве, а затем, ис-
пользуя эти значения, решить задачу опре-
деления намагниченности. Задачи такого 
типа относятся к классу обратных.

Следует отметить, что к обратным зада-
чам приходят и при проектировании энер-
госберегающих устройств, когда нужно по-
добрать постоянные магниты с нужными 
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характеристиками, обеспечивающими тре-
буемые технико-экономические показатели 
устройства [3].

Обратные задачи электротехники
Особенности и свойства обратных за-

дач электротехники рассмотрены в рабо-
те [1]. Здесь же приведена их классифика-
ция, описаны общие подходы к решению. 
По объекту исследования обратные задачи 
электротехники делят на два класса: обрат-
ные задачи в теории электрических цепей 
и обратные задачи в теории электромаг-
нитного поля. С другой стороны, обратные 
задачи, решаемые в электротехнике, могут 
быть разделены на задачи синтеза и иденти-
фикации. Первые подразделяются на задачи 
структурного и параметрического синтеза, 
а задачи идентификации – на задачи диа-
гностики, макромоделирования и дефек-
тоскопии. При наличии в задаче синтеза 
прототипа, свойства которого необходимо 
улучшить, такую задачу можно рассматри-
вать как задачу оптимизации.

Решение обратных задач электротех-
ники сводится к минимизации некоторо-
го функционала. Для этого могут быть 
использованы градиентные методы. Об-
ратные задачи могут иметь не единствен-
ное решение и характеризуются плохой 
устойчивостью решения. Следует отме-
тить, что большинство обратных задач 
в электротехнике принадлежит к классу 
так называемых некорректных, что приво-
дит к необходимости искать вместо точно-
го решения приближенное квазирешение, 
которое существует всегда. Для получе-
ния устойчивых квазирешений использу-
ют методы регуляризации [1, 21].

Обратные задачи тесно связаны с пря-
мыми, и при построении алгоритмов реше-
ния опираются на одну из моделей анализа 
системы. К настоящему времени разработа-
но большое количество методов моделиро-
вания магнитного поля и их модификаций: 
методы сведения задачи полевого расчета 
к эквивалентным схемам замещения, метод 
конечных разностей, метод конечных эле-
ментов, метод граничных элементов, метод 
граничных интегральных уравнений и его 
модификация, известная как метод вторич-
ных источников, метод пространственных 
интегральных уравнений, метод точечных 
источников поля, а также подходы, комби-
нирующие указанные методы [15].

Следует отметить, что методы решения 
обратных задач электротехники не так раз-
виты, как методы решения прямых задач 
анализа. В то же время они быстро совер-
шенствуются. Далее приводится обзор ра-
бот, посвященных проблемам определения 

намагниченности постоянных магнитов по 
измеренной картине поля, а также работ, 
не связанных напрямую с постоянными 
магнитами, но описывающих методы, ко-
торые могут быть применены к рассматри-
ваемому объекту.

Определение намагниченности 
постоянных магнитов

В работе [6] рассмотрено решение об-
ратной задачи определения намагниченно-
сти при проектировании энергосберегаю-
щих устройств, однако метод может быть 
использован и для решения задачи иден-
тификации намагниченности. Алгоритм 
решения представляет собой итерацион-
ный процесс, на каждом шаге которого ре-
шается прямая задача анализа магнитного 
поля методом конечных элементов и вы-
полняется оптимизация намагниченности 
с помощью метода градиентного спуска. 
Постоянные магниты считаются намагни-
ченными однородно.

В работах [4, 5] решена задача опреде-
ления неизвестной намагниченности посто-
янных магнитов в составе электрической 
машины. Обратная задача решалась мето-
дом спуска, на каждой итерации которого 
рассчитывалось магнитное поле с исполь-
зованием метода граничных интегральных 
уравнений на основе формулы Грина.

В работе [8] предложен метод опреде-
ления кривой размагничивания постоянно-
го магнита натурно-модельным методом, 
основанным на итерационном процессе 
приближения кривой размагничивания маг-
нита. На каждом шаге алгоритма требова-
лось рассчитывать стационарное магнитное 
поле, что выполнялось путем интегрирова-
ния намагниченности магнита. 

В работе [14] разработана методика 
определения намагниченности постоянно-
го магнита по известной величине магнит-
ной индукции в некоторой точке. Магнит 
считается намагниченным однородно, ис-
точники поля и ферромагнитные тела от-
сутствуют, что позволило определить со-
стояние постоянного магнита, не прибегая 
к решению систем линейных алгебраиче-
ских уравнений (СЛАУ).

В работе [7] также рассмотрен уеди-
ненный постоянный магнит, однако он 
может быть и неоднородным. Для уче-
та неоднородности магнит разбивался на 
малые элементы, каждый из которых на-
магничен однородно. Связь намагничен-
ности с напряженностью магнитного поля 
задавалась интегрированием намагничен-
ности по объему элементов, что привело 
к интегральному уравнению первого рода. 
В процессе определения намагниченности 
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предложено решать плохо обусловленную 
СЛАУ методом регуляризации А.Н. Ти-
хонова. Параметр регуляризации задавал-
ся в виде убывающей последовательно-
сти. Данный подход был развит в работах 
[10, 11]. В них вместо уединенного посто-
янного рассмотрена электромагнитная си-
стема, составленная из магнитов и магни-
томягких ферромагнетиков каркаса. При 
этом характеристика последних считалась 
однозначной и известной. Поле реакции 
ферромагнетика предложено учитывать до-
бавлением в модель интегрального уравне-
ния второго рода относительно плотностей 
скалярных источников поля, размещенных 
на ферромагнетиках каркаса.

В 2015 году была опубликована обзор-
ная статья [24], посвященная диагностике 
размагничивания постоянных магнитов 
в синхронных электродвигателях. В ней от-
мечена важность проблемы учета размагни-
чивания постоянных магнитов, обозначе-
ны основные методы диагностики, а также 
способы повышения устойчивости к раз-
магничиванию постоянных магнитов пу-
тем внесения специальных конструктивных 
изменений в проектируемые устройства. 
Следует отметить, что значительная часть 
охваченных в данной работе методов диа-
гностики размагничивания магнитов осно-
вана на анализе работы устройства и лишь 
позволяет ответить на вопрос, произошло 
ли размагничивание. Но также отмечен 
и метод анализа, позволяющий определить 
область локального размагничивания маг-
нита в бесщеточном двигателе. Данный ме-
тод основан на аналитической модели и ме-
тоде градиентного спуска.

Определение намагниченности 
магнитомягких материалов

В [16] решалась задача восстановления 
по измеренным значениям магнитного поля 
намагниченности тела на примере корабля. 
Математическая модель задачи была све-
дена к интегральному уравнению первого 
рода относительно векторной функции – на-
магниченности элементов. Каждый элемент 
дискретизации считался намагниченным 
однородно. Так как такая задача является 
некорректно поставленной, то использо-
вался регуляризующий алгоритм, основан-
ный на минимизации функционала Тихо-
нова с выбором параметра регуляризации 
согласно обобщенному принципу невязки 
и применением метода сопряженных гради-
ентов. Рассматривались одномерные, двух-
мерные и трехмерные модели. Отмечена 
чрезвычайная ресурсоемкость трехмерной 
постановки, в связи с чем был разработан 
алгоритм решения, адаптированный для вы-

полнения в многопроцессорных системах. 
Однако даже использование параллельных 
вычислений не гарантирует быстрого реше-
ния задачи. Так, автором указано, что для 
22500 элементов дискретизации в трехмер-
ной постановке (67500 неизвестных компо-
нент вектора намагниченности) при исполь-
зовании суперкомпьютерного комплекса 
Московского университета время вычисле-
ний составило 29 часов [16].

В [17] рассмотрено решение задачи маг-
нитостатической дефектоскопии, сформу-
лирована задача определения по известной 
картине поля отклонения магнитной воспри-
имчивости от заданного значения в объеме 
исследуемого тела. Для магнитомягких ма-
териалов обратная задача сформулирована 
в виде системы трехмерных интегральных 
уравнений первого и второго рода относи-
тельно намагниченности и напряженности 
внутри ферромагнитного тела. При чис-
ленной реализации задача была сведена 
к корректировке матрицы магнитных вос-
приимчивостей элементов дискретизации 
путем минимизации невязки значений поля. 
Были рассмотрены различные алгоритмы 
минимизации: непрерывные и дискретные. 
На основе исследований был сделан вывод 
о необходимости введения в случае непре-
рывной минимизации дополнительной ин-
формации – регуляризующих ограничений. 
Также в работе были проведены некоторые 
исследования влияния выбора исходных 
данных на результат. Был сделан вывод, что 
наилучшую устойчивость решение приоб-
ретает при использовании значений полей 
на противоположных сторонах тела, в этом 
случае алгоритм производил полное восста-
новление картины дефектов, то есть распре-
деление магнитной восприимчивости нахо-
дилось с достаточной точностью.

В [13], как и в [17], обратная задача 
магнитостатики была сведена к системе 
интегральных уравнений относительно на-
магниченности и напряженности внутри 
ферромагнитного тела. На основе такой мо-
дели было получено аналитическое реше-
ние для шара с модельной магнитной про-
ницаемостью в постоянном внешнем поле, 
и на данном примере обсуждена проблема 
однозначности решения обратной задачи.

В [18] произведен анализ трудоемко-
сти решения обратной магнитостатической 
задачи предложенными в [17] математи-
ческими моделями и алгоритмами. Ком-
пьютерное моделирование на нескольких 
примерах распределения дефектов показа-
ло значительную ресурсоемкость. Так, при 
850 элементах дискретизации время реше-
ния задачи даже эвристическим алгорит-
мом, ограниченным по точности, составило 
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порядка двух часов. Был сделан вывод о не-
обходимости использования высокопроиз-
водительных многопроцессорных систем 
для решения подобных задач.

Параллельные вычисления были ис-
пользованы и в [2] для решения трех-
мерной структурной обратной задачи 
магнитометрии для определения границ 
раздела сред с постоянной намагниченно-
стью в каждой из них.

В работе [22] подход, подобный описан-
ному в [7], предложено применять для опре-
деления распределения намагниченности 
внутри образца из магнитомягкого матери-
ала. Интегральное уравнение первого рода 
относительно намагниченности элементов 
предложено решать с использованием мето-
да градиентного спуска.

Выводы
Из проведенного обзора видно, что 

можно выделить два подхода к решению об-
ратной задачи идентификации параметров 
электротехнических устройств:

– минимизация некоторого функциона-
ла и многократное решение прямой задачи 
расчета магнитного поля;

– решение некорректно поставленных 
задач и определение с помощью метода ре-
гуляризации псевдорешения, устойчивого 
к малым возмущениям.

Первый подход является более универ-
сальным и может применяться не только для 
определения состояния образца, но и в це-
лях оптимального проектирования нового 
оборудования. Второй подход имеет бо-
лее узкую область применения, связанную 
с идентификацией состояния, в том числе 
для обнаружения дефектов, но использует-
ся в этой области значительно чаще.

Актуальной является проблема выбора 
как исходных данных в виде расположения 
точек измерения магнитного поля, так и до-
полнительной регуляризующеей информа-
ции. Она может быть решена в результате 
проведения для различных типов систем 
численных экспериментов, заключающихся 
в последовательном решении сначала пря-
мой задачи анализа, а затем на основе полу-
ченных данных – обратной задачи иденти-
фикации. В данной схеме вначале получают 
картину распределения поля, после чего 
осуществляют выборку точек, вносят при 
необходимости некоторую погрешность 
и выполняют этап расчета намагниченно-
сти, сравнивая ее со значениями, заданны-
ми изначально.

Выявлено, что решение обратной задачи 
идентификации является чрезвычайно ре-
сурсозатратным, в связи с чем актуальным 
является дальнейшее совершенствование 

математических моделей и алгоритмов оп-
тимизации. Важно отметить и то, что при 
развитии методов идентификации необхо-
димо уделять внимание возможности вы-
полнения параллельных вычислений при 
реализации на ЭВМ.

Применительно к задачам диагностики 
систем с постоянными магнитами в целях 
определения зон локального размагничива-
ния и его степени представляется целесо-
образным использовать метод, описанный 
в [11], так как он использует дополнитель-
ную информацию о магнитомягком матери-
але каркаса устройства. Однако для уверен-
ного применения этого метода на практике 
необходимо выполнить исследования, ана-
логичные описанным в [17]. Они позволят 
получить рекомендации относительно вы-
бора исходных данных – измеренных зна-
чений магнитной индукции в окружающем 
магниты пространстве. Кроме того, целесо-
образной является адаптация данного ал-
горитма к многопроцессорным системам, 
а также усовершенствование процедуры 
выбора параметра регуляризации, что мо-
жет значительно сократить время, затрачи-
ваемое на получение решения.

Результаты работы получены в рам-
ках выполнения показателей по стипендии 
Президента Российской Федерации для мо-
лодых ученых и аспирантов, осуществляю-
щих перспективные научные исследования 
и разработки по приоритетным направле-
ниям модернизации российской экономики 
в период с 2015 по 2017 г., номер гранта 
СП-4108.2015.1. Работы были выполнены 
с использованием оборудования ЦКП «Диа-
гностика и энергоэффективное электро-
оборудование» ЮРГПУ (НПИ).
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