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Жесткость валов является определяющим фактором работоспособности самых различных механизмов: 
следящих систем, высокоточных станков, трансмиссий и т.д. При расчете валов на жесткость границами 
грузовых участков, как правило, являются середины шпоночных пазов, шкивов, шестерен и других дета-
лей, передающих крутящий момент. В настоящей работе в качестве границ грузовых участков предлагается 
принимать неподвижные сечения. Выдвинута гипотеза, согласно которой крутящий момент является мерой 
деформационной инертности вала постоянного сечения при кручении. На основе этой гипотезы предложе-
на методика определения положений неподвижных сечений на примере трансмиссионного вала. На основе 
принципа минимума потенциальной энергии приведено доказательство. Практическая польза предложенно-
го подхода заключается в уточнении величины коэффициента концентрации нагрузки при расчете валов – 
шестерен, шлицевых и шпоночных соединений и т.п. Уточнение крутильной жесткости существенно при 
расчете динамических нагрузок, неизбежных при пусках и остановках. В теоретическом плане неподвиж-
ные сечения можно рассматривать как некоторые аналоги нейтральной оси. 
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The shaft stiffness is the determining factor of the efficiency of different mechanisms: tracking systems, high-
precision machine tools, transmissions etc. In the calculation of the shaft stiffness on the boundaries of cargo parcels 
usually are mid keyways, pulleys, gears and other parts that transmit torque. In the present work as the boundaries 
of cargo parcels it is proposed to accept the fixed section. we suggest a hypothesis, according to which torque is 
a measure of uniform section shaft deformational inertia during rotation. Based on this hypothesis, the proposed 
method of determining the positions of the fixed sections on the example of the transmission shaft. Based on the 
principle of minimum potential energy is given proof. The practical benefit of the proposed approach is to clarify the 
magnitude of the concentration coefficient of load in the calculation of shafts, gears, splines and keyways, etc. The 
clarification of the torsional stiffness significantly when calculating dynamic loads, which occur during starts and 
stops. In theoretical terms, the fixed section can be considered as some analogues of the neutral axis.
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Расчет валов на жесткость необходим 
для оценки работоспособности самых раз-
личных механизмов. Например, кинемати-
ческая точность приводов следящих систем 
существенно зависит от крутильной жестко-
сти основных элементов [10]. От жесткости 
вала и точности расчета угла закручивания 
зависит эффективность работы делительных 
механизмов [2]. Расчет валов на жесткость 
необходим для предотвращения резонанс-
ных колебаний [3]. Так, широко известно, 
что по причине колебаний произошло кру-
шение «Цеппелина» при попытке перелета 
через Атлантический океан [1]. 

Традиционный расчет вала на жесткость 
при кручении сводится к следующей проце-
дуре. Вал разбивается на грузовые участки, 
строится эпюра крутящих моментов, опреде-

ляются углы закручивания, строится эпюра 
углов закручивания, указывается положение 
образующей [11]. Расчет этих валов на жест-
кость обычно сопровождается построением 
эпюры углов поворота поперечных сече-
ний, при этом если имеется жесткая заделка, 
то именно она и является началом отсчета. 
Если вал расположен в подшипниках, то 
в литературе отсутствует определенность: 
рекомендуется выбор различных точек нача-
ла отсчета. Так, одни авторы в качестве на-
чала координат рекомендуют использовать 
крайнее левое сечение и правило внешней 
нормали как правило знаков [11]. Другие 
за начало отсчета рекомендуют принимать 
сечение, проходящее через ведущий шкив, 
и при построении эпюры углов поворота 
двигаться к этому сечению с двух разных 
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концов [9]. Вместе с тем, от выбора точки от-
счета зависит расчетная длина участка вала, 
влияющая на значение угла закручивания и, 
соответственно, на расчетное значение кру-
тильной жесткости вала.

Точность определения фактической 
жесткости вала, при условии, что допуска-
емый угол закручивания на метр длины 
измеряется в минутах и секундах, может 
привести к нарушению работоспособности 
агрегата, поскольку, например, при его пу-
ске или остановке, при больших моментах 
инерции и скоростях вращения, вероятно 
возникновение недопустимых динамиче-
ских нагрузок. Варьирование крутильной 
жесткости валов позволяет снизить дина-
мические нагрузки на 20–30 % [8]. Учет 
сил инерции требует сложных методов рас-
чета [5], поэтому в их основе должны быть 
соответствующие исходные данные. Таким 
образом, расчет валов при кручении являет-
ся актуальной задачей. 

При расчете крутильных колебаний ва-
лов в качестве узлов колебаний принимают-
ся неподвижные сечения, и длина грузового 
участка определяется расстоянием между 
этими узлами. Мерой инертности отдельно-
го звена является момент инерции, а период 
собственных колебаний определяется дли-
ной участка, жесткостью вала и моментом 
инерции маховика.

Ниже также предлагается в качестве 
границ грузовых участков принимать непо- 
движные сечения. Аналогом неподвижных 
сечений при растяжении-сжатии может слу-
жить срединное сечение эспандера (рис. 1). 
Жесткость вала на отдельных участках сле-
дует оценивать по углу закручивания. это 
актуально, в частности, при расчете коэффи-
циента концентрации нагрузки валов-шесте-
рен, шлицевых соединений и в других случа-
ях. Например, если при расчете шестерни за 
начало отсчета принимать край и середину, 
то очевидно, что в одном случае ввиду огра-
ниченной точности изготовления нагрузка 
сконцентрируется по одному краю (рис. 2), 
а в другом будет распределена более равно-
мерно. Для оценки коэффициента распреде-
ления нагрузки существуют различные мето-
ды расчета [6], однако ряд авторов при расчете 
и шлицевых [7] и шпоночных [4] соединений 
стремится к упрощенным решениям. 

Рис. 1. Растяжение эспандера

На рис. 3, а представлена расчетная схе-
ма вала, расположенного на двух подшип-
никах. На валу жесткостью GIP имеются ве-
дущий и два ведомых шкива, передающих 
крутящие моменты Т0, Т1, Т2. 

Рис. 2. Характер распределения нагрузки

Требуется определить положение непо-
движных сечений, построить эпюры углов 
поворота и указать положение образующей.

Для определения положения неподвиж-
ных сечений предлагается разбить вал на 
участки, расположенные между крутящими 
моментами и определить угол закручива-
ния, а следовательно, и положение образу-
ющей на каждом отдельном участке.

На рис. 3, б представлена эпюра крутя-
щих моментов, позволяющая разделить вал 
на левую и правую части (рис. 3, в г). Оче-
видно, что в силу симметрии неподвижны-
ми сечениями этих частей будут сечения 3 
и 4. При этом образующие этих частей при-
мут положения, изображенные на рисунках 
3в и 3г. эпюры углов поворота сечений ле-
вой и правой частей представлены сплош-
ными линиями на рисунке 3д. Поскольку 
вал представляет собой единое целое, левая 
и правая части должны повернуться на-
встречу друг другу вместе с сечениями 3 
и 4 таким образом, чтобы эпюра углов по-
ворота была непрерывна. Уместно предпо-
ложить, что для участков вала постоянной 
жесткости и равной длины мерой дефор-
мационной инертности является крутящий 
момент, поэтому с учетом эпюры крутящих 
моментов угол поворота левой части вдвое 
превысит правый, и окончательная эпюра 
углов поворота примет вид штриховой ли-
нии на рис. 3, д. Далее легко графически 
определить положение неподвижных се-
чений 5 и 6 (рис. 3, д) и показать оконча-
тельное положение образующей (рис. 3, е). 
При оценке углов поворота поперечных се-
чений принимается следующая нумерация 
(рис. 3, в, г):

0 – центральное сечение вала;
1 и 2 – крайние левое и правое сечение вала;
3 и 4 – центральное сечение отдельно 

рассматриваемых левой и правой частей;
5 и 6 – неподвижные сечения левой 

и правой части при рассмотрении вала как 
единого целого.
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С учетом симметрии углы поворота се-
чений будут иметь следующие значения:

;

,
a

,

где первый подстрочный индекс указыва-
ет номер сечения, которое поворачивается, 
а второй – номер сечения, относительно ко-
торого отсчитывается угол поворота.

В соответствии с предложенной гипо-
тезой левая половина вала повернется на-
встречу правой на угол:

,

следовательно, центральное сечение (се-
чение 0) всего вала повернется на угол φ3-3 
вместе с левой половиной и на угол φ0-3 отно-
сительно середины левой части, т.е. на угол:

.

Из подобия треугольников Δ5001, 
и Δ3002 следует, что отрезок 5 – 0 состав-

Рис. 3. К расчету на жесткость вала, закрепленного в двух подшипниках
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ляет 5
6
 , а величина  (рис. 3, д). Ана-

логично из подобия треугольников Δ0340, 
и Δ0160 следует, что отрезок 0 – 6 составля-

ет 5
12
 , а величина 

7
12

b = 

 (рис. 3, д). Окон-
чательные положения неподвижных сече-
ний 5 и 6, а также положение образующей 
представлены на рис. 1, е.

Все представленные расчеты основаны 
на предложенной выше гипотезе, которая 
требует доказательств. Для доказатель-
ства предложенной гипотезы используется 
принцип минимума потенциальной энер-
гии. Очевидно, что, так как под действием 
приложенных моментов Т0, Т1, Т2 вал нахо-
дится в равновесии, вся энергия действую-
щих крутящих моментов уходит в упругую 
деформацию. Поскольку при расчете валов 
действующие крутящие моменты извест-
ны, длины грузовых участков (расстояния 
между неподвижными сечениями) также 
определены, не составляет труда вычислить 
энергию, стремящуюся повернуть вал по 
U−  и против U+  часовой стрелки:

,

.

Условие равновесия выполняется, по-
этому выдвинутое предположение считаем 
обоснованным, а сечения 5 и 6 неподвиж-
ными.

Очевидно, что в состоянии покоя (до 
приложения нагрузки) образующая име-
ет вид горизонтальной штрих-пунктирной 
линии (рис. 3, е). В рабочем режиме обра-
зующая принимает вид сплошной линии 
(рис. 3, е), а при торможении, что неизбеж-
но, например, в случае реверса, образую-
щая примет вид пунктирной линии, являю-
щейся зеркальным отражением сплошной 
(рис. 3, е). При этом угол, на который по-
вернется по инерции шкив Т2, составит ,  
если за начало отсчета принять сечение 0. 
Если за начало отсчета принять сечение 6, 

то этот угол составит значительно меньшую 
величину . Для других шкивов углы 
поворота, а следовательно, и величины сил 
инерции, возникающие при пуске и оста-
новке, также будут существенно зависеть от 
выбора начала отсчета.

Основным результатом выполненной 
работы является методика определения 
неподвижных сечений вала постоянной 
жесткости. это позволяет уточнить расчет 
вала на крутильную жесткость, возникаю-
щие динамические нагрузки, возможные 
концентрации напряжений. При расчете 
ступенчатых валов или валов переменной 
жесткости расчеты несколько усложняются, 
но принципиально ничего не изменяется. 
Следует также отметить, что прослеживает-
ся некоторая аналогия между неподвижны-
ми сечениями при кручении и нейтральной 
осью при изгибе.
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