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Настоящая статья посвящена построению и исследованию дискретной модели распространения звуко-
вых пучков конечной амплитуды в нелинейно-диссипативной среде в трехмерных звуковых полях. Дискрет-
ная модель строится на основе метода расщепления по физическим процессам. При построении дискретной 
модели предпочтение отдано монотонным схемам. Также в статье предложена модификация итерационного 
метода минимальных поправок для решения СЛАУ с комплексной матрицей коэффициентов специального 
вида, проведено исследование предложенного метода на сходимость, получена оценка ее скорости, выбран 
оптимальный итерационный параметр τ и определен вид оператора предобуславливателя B. Приведена про-
граммная реализация предложенной дискретной модели, описан алгоритм, логическая структура и функци-
ональное предназначение блоков программы, а также результаты вычислительных экспериментов по иссле-
дованию пространственных нелинейных эффектов в волновых полях конечной амплитуды.
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Нелинейные процессы в ультразвуко-
вых пучках вследствие отсутствия физиче-
ской дисперсии в большинстве звукопроз-
рачных сред представляют собой сложные 
пространственно-временные явления, опи-
сываемые квазилинейными уравнениями 
со степенным характером нелинейных чле-
нов. Оптимальной возможностью изучения 

нелинейных волновых эффектов является 
применение методов математического мо-
делирования.

Основными физическими процессами, 
сопровождающими распространение вол-
новых пучков большой амплитуды, явля-
ются дифракционные, диссипативные, не-
линейные. Влиянием дисперсии скорости 
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звука в среде в большинстве практически 
важных случаев можно пренебречь. Указан-
ные процессы могут быть учтены в рамках 
квазилинейного уравнения Хохлова-Забо-
лотской-Кузнецова [5, 6]. В последнее вре-
мя интерес к изучению сложных простран-
ственных нелинейных волновых процессов 
связан с широкими перспективами их прак-
тического использования [3, 4]. При этом, 
как правило, результаты по существующим 
моделям носят частный характер и встреча-
ются в научной литературе по нелинейной 
акустике [1, 2]. 

Рассмотрим кратко основные особенно-
сти математических моделей для решения 
уравнения нелинейных звуковых пучков. 
Бахвалов Н.С. с соавторами разработал 
численный метод для решения уравнения 
ХЗК на основе схемы расщепления по фи-
зическим процессам для осесимметричных 
источников. В предложенном алгоритме 
дифракционные и диссипативные процес-
сы вычислялись в частотной области, а не-
линейный член − во временной области, 
при этом использовался метод Годунова со 
специальной разностной схемой для реше-
ния уравнений в частных производных [1]. 
В 1984 году Аанонсен с соавторами [13] раз-
работал алгоритм решения ХЗК в частотной 
области. Алгоритм использует преобразо-
вание Фурье для конвертации ХЗК в набор 
сдвоенных дифференциальных уравнений 
в частных производных. Позже Бейкер с со-
авторами [14] обобщил частотный алгоритм 
Аанонсена для неосесимметричных источ-
ников и обобщил метод для импульсных 
волн (код Бергена). В 2005 г. Янг и соавто-
ры [16] обобщили Техасский код на случай 
неосесимметричных источников, при этом 
использовалась схема разложения по попе-
речным пространственным направлениям. 
В работе [15] был предложен подход для 
аппроксимации дифракционного члена без 
разложения его по боковым осям х и y.

Важным недостатком разновидностей 
Техасского кода является то, что при ре-
шении дифракционной задачи направле-
ние счета совпадает с направлением роста 
временной переменной, при этом использу-
ются граничные условия первого рода для 

( ), , , 0v z θ ∞ ∞ =  начального и конечного мо-
мента времени, такие же, как и при расчете 
диссипации. Вследствие этого в указанных 
моделях выполнение правого граничного 
условия по времени (для конечного момен-
та времени) при расчете дифракционной за-
дачи не гарантируется.

Постановка задачи
Для описания распространения звуко-

вых пучков конечной амплитуды в нелиней-

но-диссипативной среде использовано урав-
нение Хохлова-Заболотской-Кузнецова: 

 
2

2 4
v v v Nv v
z ⊥

 ∂ ∂ ∂ ∂− − Γ = ∆ ∂θ ∂ ∂θ ∂θ 
  (1)

с начальным и граничными условиями: 
 (0, , , ) ( , , )v x y V x yθ = θ ,  (2)
условие периодичности сигнала: 
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 (3)

условие отсутствия источников энергии 
в бесконечно удаленной точке:
 ( , , , ) 0, ( , , , ) 0,v z x v z yθ ∞ = θ ∞ =  (4)

где ( , , , )v v z x y= θ  – величина скорости ча-
стиц среды, Г – диссипативный параметр, 
θ – время в сопровождающей системе ко-
ординат, z – нормированное расстояние, N – 
параметр уравнения, характеризующий со-
отношение нелинейной и дифракционной 
длин волны, ⊥∆ −  поперечный лапласиан 
в декартовой системе координат

 
2 2

2 2x y⊥
 ∂ ∂∆ ≡ + ∂ ∂ 

.

Рис. 1. Расчетная область

Для решения поставленной задачи в ра-
боте использованы методы расщепления по 
физическим процессам, интегро-интерпо-
ляционный метод, экономичные прямые ме-
тоды решения сеточных уравнений, хорошо 
зарекомендовавшие себя при решении задач 
гидродинамики [10], метод решения ком-
плексной матрицы специального вида [7].

Программная реализация
Разработка программного комплекса, 

реализующего построенную математиче-
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скую модель, предполагала достижение 
следующих основных целей: создание 
мощного инструмента для проведения ис-
следований в области теории нелинейных 
волновых процессов; разработка совре-
менных программных средств для выпол-
нения инженерных расчетов при создании 
новых образцов техники, основанной на 
принципах нелинейной акустики. Про-
граммный комплекс реализует два ос-
новных подхода к описанию нелинейных 
волновых процессов – полевой и спек-
тральный. Предложенные программно-
алгоритмические решения позволяют вы-
полнять расчеты поля скорости частиц 
среды в акустической волне и порядка не-
скольких тысяч гармонических составля-
ющих нелинейно искажающегося времен-
ного профиля. В структуру программного 
комплекса входят следующие блоки: блок 
управления, в котором осуществляются 
следующие действия: выделение памя-
ти, ввод начальных условий, вывод дан-
ных; блок расчета скорости частиц среды 
с учетом диссипации и нелинейности про-
цесса распространения волновых пучков; 
блок построения сеточных уравнений для 
расчета скорости частиц среды; блок дис-
кретного преобразования Фурье, в кото-
рых для прямого и обратного направле-
ний преобразований для каждого сечения 
( , )x y  как для вектора применяется бы-
строе преобразование Фурье; блок рас-
чета скорости частиц среды с учетом дис-
персии; блок расчета комплексной СЛАУ 

специального вида; блок расчета СЛАУ 
методом циклической прогонки [9].

Схема алгоритма программы представле-
на на рис. 2. Для тестирования программного 
комплекса использовалась модельная задача 
распространения первоначально синусои-
дального звукового пучка конечной амплиту-
ды с гауссовым поперечным распределением.

Такая задача хорошо исследована и мо-
жет считаться эталонной для проверки 
правильности работы построенной матема-
тической модели и ее программной реали-
зации. При N>>1 приведенная задача имеет 
известное аналитическое решение [4].

Результаты численных экспериментов 
для гауссового пучка

Рассмотрим распространение звукового 
пучка с начальным значением скорости ча-
стиц среды: 

2 2 2( )( ) sin(, sin )(, )r x yV e ex y − − +θ θ + π = θ + π= . 

Моделирование производилось с па-
раметрами: M = 4096, a = 4,0, b = 4,0, 
Г = 0,001, N = 0,4, Px = Py = 101. На рис. 3 
представлена зависимость скорости рас-
пространения волны от двух переменных 

0( , , ) ( , )yv x y v r=θ θ  при фиксированных 
значениях z: z = 0,0, 0,5, 1,0, 2,0. Вертикаль-
ная ось соответствует r, горизонтальная – θ. 
С ростом z происходит расширение пучка 
вдоль r (диссипация энергии), положитель-
ный и отрицательный фронты сближаются 
(эффекты нелинейности). 

Рис. 2. Структурная схема алгоритма программы
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Рис. 4. Зависимость первой (синяя), второй (зеленая) и третьей (красная) гармоник  
от расстояния z на оси симметрии

Рис. 3. Зависимость функции v при y = 0 на расстоянии z, равном:  
а) z = 0, б) z = 0,5, в) z = 1, г) z = 2

С дальнейшим распространением вдоль 
оси z отрицательный волновой фронт «на-
бегает» на положительный. С увеличением 
z энергия перераспределяется между гар-
мониками из-за нелинейности процесса, 
степень нелинейности регулируется пара-
метром Г. На рис. 4 представлены зависи-
мости амплитуд первых трех гармоник от z.

Пример применения программного 
комплекса для исследования сложных 

нелинейных пространственных эффектов
Построенная математическая модель 

позволяет значительно расширить воз-

можности моделирования различных фи-
зических ситуаций при изучении законо-
мерностей распространения нелинейных 
волн при их фокусировке. В частности, 
например, можно выполнять моделирова-
ние сходящихся звуковых пучков не только 
в точку (такая возможность имелась в мо-
дели [5]), но и имеющих цилиндрический 
характер фокуса.

Моделируем распространение звуково-
го пучка с начальным условием: 

2 22 ( ), , 1.( ) s n )6i ( x yx y xV e− +θ θ + π + π= .
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Вычисление выполнено при данных 
параметрах модели: Г = 0,001, N = 0,2, 
Nx = Ny = 81, a = 8,0, b = 8,0. Рис. 5 иллю-
стрирует зависимости скорости распро-
странения частиц среды от θ на оси симме-
трии (x = 0, y = 0) при z: z = 0,0, 0,5, 1,0, 2,0, 
4,0. В точке z ≈ 1,0 происходит фокусировка 
звукового пучка.

С расстоянием происходит значитель-
ное увеличение градиентов поля и кон-
центрация энергии в фокальной области 
x = 0. Соответствующее распределение 
амплитуды положительной и отрицатель-

ной части временного профиля представ-
лено на рис. 7.

Верификация результатов работы 
программного комплекса

Для проверки корректности работы 
разработанного программного комплек-
са выполнялись расчеты при стандартных 
начальных условиях в виде гауссова зву-
кового пучка с гармонической временной 
зависимостью при различных значениях 
внешних параметров N и Г модельного 
уравнения ХЗК. Такая методика провер-

Рис. 5. Скорость движения частиц среды в зависимости от θ на оси симметрии (x = 0, y = 0)  
при различных z: z = 0,0, 0,5, 1,0, 2,0, 4,0

Рис. 6. Зависимость поля колебательной скорости от x и времени θ в сечении y = 0  
при различных фиксированных z: z = 0,0, 0,5, 1,0, 2,0, 4,0
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Рис. 7. Распределение амплитуды положительной и отрицательной части временного профиля

ки позволяет выполнить ее для всех пре-
дельных случаев соотношения масштабов 
проявления нелинейных, дифракционных 
и диссипативных процессов. Проверка ра-
боты программного комплекса выполня-
лась для промежуточных значений внеш-

них параметров уравнения ХЗК. Для этого 
использовались данные вычислительных 
экспериментов из [5]. Результаты наложе-
ния волновых профилей при соответству-
ющих значениях параметров N, Z, Г пред-
ставлены на рис. 8.

       

 

Рис. 8. Результаты наложения волновых профилей: 1 – результаты [5],  
2 – результаты экспериментов, основанных на данной работе
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Так как в каждом из предельных случа-
ев разработанное программное обеспечение 
дает погрешность всего лишь в пределах 
2 %, то можно предположить, что значитель-
ное расхождение с источником [5] не связа-
ны с ошибочностью результатов работы раз-
работанного программного комплекса.

Выводы
В работе предложен метод для решения 

систем линейных алгебраических уравне-
ний с комплексной матрицей специального 
вида. Данный метод позволил модифици-
ровать ранее разработанную конечно-раз-
ностную модель решения уравнения Хох-
лова-Заболотской-Кузнецова, значительно 
расширив возможности моделирования 
различных физических явлений при изуче-
нии закономерностей распространения не-
линейных волн в квадратично-нелинейных 
средах, не обладающих физической дис-
персией. Разработанный программный ком-
плекс может быть использован для выпол-
нения инженерных расчетов при подготовке 
новой ультразвуковой аппаратуры, работа-
ющей на принципах нелинейной акустики.

Работа выполнена при финансовой 
поддержке РФФИ по проектам № 16-37-
00129, № 15-01-08619, № 15-07-08626.
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