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В работе предложен метод вывода следствий в исчислении предикатов первого порядка из новых фак-
тов, в случае, когда база знаний не полностью определена. Метод позволяет получать ответ на вопрос: «Ка-
кие следствия (выводимые факты) могут быть получены при имеющемся наборе исходных посылок в из-
менившихся обстоятельствах внешней среды, характеризуемых новыми поступившими фактами и какие 
дополнительные факты могут потребоваться для получения этих следствий?» Подобные задачи возникают 
во многих областях человеческой деятельности: прогнозирование, мониторинг, диагностика, формальная 
верификация и других. Метод базируется на операции деления дизъюнктов. В статье представлены: фор-
мальная постановка задачи вывода следствий на основе не полностью определенной базы знаний, описание 
процедур частичного и полного деления дизъюнктов, процедуры вывода и метода вывода. Работа метода 
иллюстрируется на примере.

Ключевые слова: вывод следствий, абдуктивные следствия, не полностью определенная база знаний, 
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В большинстве случаев на практике 
база знаний интеллектуальной системы 
строится на основе логической модели [1]. 
В ней содержатся исходные посылки, кото-
рые можно разделить на два класса: первый 
класс – данные, представляющие факты 
возникновения тех или иных событий, яв-
лений (признаков, действий и т.д.), и второй 
класс – правила, задающие связи фактов 
между собой.

В ходе работы интеллектуальной си-
стемы в нее могут поступить новые факты, 
которые отражают изменение некоторой 
внешней среды. Определение возможных 
последствий изменений, представляемых 
новыми фактами, осуществляется с по-
мощью дедуктивного вывода следствий 
из новых фактов с использованием базы 
знаний. При этом возможны случаи, ког-
да на очередном шаге дедуктивного вы-
вода не удается вывести следствия из-
за того, что база знаний не полностью 

определена – в ней не хватает некоторых  
фактов [5]. 

В таких случаях используется специ-
альный вывод, который дает возможность 
найти дополнительные факты, обеспечи-
вающие успешный вывод следствий на 
данном шаге. Такие следствия называют-
ся в работе «абдуктивными» следствия-
ми в отличие от «обычных» дедуктивных 
следствий.

Задачу вывода следствий можно сфор-
мулировать следующим образом: при за-
данной базе исходных посылок для неко-
торого (нового) набора фактов определить 
множество следствий (утверждений, кото-
рые будут следовать из новых фактов на ос-
нове посылок) и множество дополнитель-
ных фактов, необходимых для успешного 
вывода следствий. Причем объединенное 
множество исходных посылок, новых и до-
полнительных фактов не должно быть про-
тиворечивым.
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Формальная постановка задачи
Предполагается, что для представления 

знаний используются логические выраже-
ния исчисления предикатов первого по-
рядка. Факты и следствия представляются 
литералами без инверсий и переменных, 
а правила базы знаний – дизъюнктами, со-
держащими два и более литерала, в том чис-
ле один литерал без инверсии. 

Задачу вывода следствий можно сфор-
мулировать следующим образом. Имеют-
ся исходные непротиворечивые посылки, 
заданные в виде множества дизъюнктов 
M^ = {D1,…,DI}. Множество M^ = MF∪M 
состоит из подмножества однолитеральных 
дизъюнктов-фактов MF и подмножества дизъ-
юнктов-правил M. Также имеется множество 
новых фактов mF = {L1,…,Lp,…, LP}. Требует-
ся определить три семейства множеств: де-
дуктивных следствий E = {e0,e1,…,eh,…,eH}, 
абдуктивных следствий E' = {e'1,…,e'h,…,e'H} 
и дополнительных фактов F = {f1,…,fh,…,fH}. 
Множество абдуктивных следствий e'h фор-
мируется на h-м шаге (h = 1,…H) вывода 
в тех случаях, когда на этом шаге нет дедук-
тивных следствий (eh, = ∅). 

Множество следствий e0 состоит из фак-
тов исходных посылок, совпадающих с но-
выми фактами: e0 = MF∩mF.

Множество e1 содержит дедуктивные 
следствия, выводимые из множества новых 
фактов mF с помощью множества посылок 
M1(M1⊆M^):mF, M1⇒e1. Причем если e1 = ∅, 
то определяется множество дополнительных 
фактов f1 и множество обеспечиваемых ими 
абдуктивных следствий: mF,(M1∪f1)⇒e'1. 

Множество eh + 1 (h = 1,…,H-1) содержит 
дедуктивные следствия, выводимые из мно-
жества новых фактов mF и ранее полученных 
дедуктивных sh = sh-1∪eh (s0 = e0) и абдуктив-
ных s'h = s'h-1∪e'h (s'0 = ∅) следствий с помо-
щью множества посылок Mh + 1 (Mh + 1⊆M^) 
и множества дополнительных фактов 
jh = jh-1∪fh: mF,(sh∪s'h),(Mh + 1∪jh)⇒eh + 1. 
Если eh + 1 = ∅, то определяется множество 
дополнительных фактов fh + 1 и множество 
обеспечиваемых ими абдуктивных след-
ствий: mF,(sh∪s'h), (Mh + 1∪jh + 1)⇒e'h + 1, здесь 
jh + 1 = jh∪fh + 1. 

При этом множество M^∪mF∪M f – 
должно быть совместно (M f = f1∪…∪fH). 

Вывод следствий из новых фактов с ис-
пользованием не полностью определенной 
базы знаний строится на основе процедур ча-
стичного и полного деления дизъюнктов [3], 
а также специальной процедуры вывода.

Частичное и полное деление дизъюнктов

Частичное деление дизъюнктов выпол-
няется с помощью специальной процедуры 

образования остатков, которая является од-
ной из основных процедур, используемых 
в методе логического вывода следствий 
в исчислении предикатов. Процедура пред-
полагает, что посылки и заключение пред-
ставлены в виде дизъюнктов. Для удобства 
описания процедуры введем ряд обозначе-
ний. w = <b, d, q, n, s> – процедура частич-
ного деления, в которой: b – остаток-дели-
мое (дизъюнкт посылки), используемый 
для получения остатков; d – остаток-дели-
тель (дизъюнкт заключения), участвующий 
в образовании остатков; s – множество след-
ствий, полученное в процессе выполнения 
процедуры; q – частный признак продолже-
ния деления дизъюнктов: «0» – дальнейшее 
деление возможно; «1» – продолжение де-
ления невозможно; n = {<bt, dt>, t = 1,...,T} – 
множество пар, состоящих из нового остат-
ка-делимого bt и соответствующего ему 
остатка-делителя dt, сформированных в ре-
зультате применения процедуры w. Обозна-
чим также через n^ множество новых остат-
ков-делимых: n^ = {bt, t = 1,...,T}.

Полное деление дизъюнктов направле-
но на получение множества следствий S из 
множества новых фактов mF и множества u, 
включающего ранее полученные следствия 
S ° и дополнительные факты f °, на основа-
нии исходного дизъюнкта D. При отсут-
ствии следствий, в процессе полного деле-
ния дизъюнктов вычисляется минимальный 
конечный остаток s. Остаток-делимое b 
считается конечным остатком, если он со-
держит меньше литералов, чем исходный 
дизъюнкт D, и его дальнейшее частичное 
деление на остаток-делитель невозможно.

Множество следствий S находится путем 
полного деления дизъюнкта D на дизъюнкт d. 
Полное деление дизъюнктов осуществляет-
ся с помощью процедуры W = <D,d,u,Q,S,s>, 
в которой Q – признак решения, имеющий 
два значения: «0» – следствия найдены, 
«1» – дизъюнкт d не имеет следствий на ос-
новании дизъюнкта D.

Формирование множества следствий S 
производится путем многократного приме-
нения w-процедур и состоит из ряда шагов. 
На каждом шаге w-процедуры применяются 
к имеющимся остаткам-делимым и остат-
кам-делителям, образуя новые остатки-де-
лимые и новые остатки-делители, которые 
используются в качестве исходных данных 
на следующем шаге. Процесс заканчивает-
ся, когда на очередном шаге обнаруживает-
ся, что во всех w-процедурах данного шага 
сформированы признаки, свидетельствую-
щие о невозможности продолжения деле-
ния дизъюнктов (q = 1).

Описание действий, составляющих про-
цедуру, представлено в [3]. Следует учесть, 
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что в случае получения на подготовитель-
ном шаге признака q = 1 принимается s = 0. 
Иначе s выбирается на заключительном 
шаге из остатков, содержащих наименьшее 
число литералов. 

Процедура вывода следствий
Процедура вывода следствий формиру-

ет дедуктивные и абдуктивные следствия, 
а также дополнительные факты, необходи-
мые для вывода абдуктивных следствий, 
в случаях, когда дедуктивные следствия 
на текущем шаге получить невозможно. 
При отсутствии дедуктивных следствий 
в результате выполнения процедур полно-
го деления дизъюнктов может быть сфор-
мировано N ≥ 1 минимальных конечных 
остатков. Для продолжения логического 
вывода достаточно n (1 ≤ n ≤ N) абдуктив-
ных следствий и соответствующих им до-
полнительных фактов. Перед выполнением 
логического вывода задается максимальное 
число абдуктивных следствий nmax, которые 
могут быть использованы на шаге вывода. 
При этом, чем меньше n, тем меньше логи-
ческий вывод отличается от дедуктивного. 
Однако чем больше n, тем больше след-
ствий будет получено в процессе логиче-
ского вывода. 

Процедура вывода следствий имеет сле-
дующий вид: 

wh = <M, R, o, o', r, p, R1, e, e', f, nmax>,
где M = {D1,D2,…,Di,…,DI} – множество 
исходных дизъюнктов; Di = Li

1∨Li
2∨…

Li
j∨…∨Li

Jj – i-й дизъюнкт, состоящий из ли-
тералов Li

j; R = L1∨ L2∨...∨ Lk∨...∨ LK – вы-
водимый дизъюнкт, состоящий из инверсий 
литералов Lk ранее полученных следствий, 
а на первом шаге – новых фактов; p – при-
знак продолжения вывода: «0» – дальней-
ший вывод возможен; «1» – вывод завер-
шен; o = <c, C> – пара множеств текущих 
дедуктивных следствий, состоящая из мно-
жеств следствий, образованных до выпол-
нения (c) и после выполнения (C) процеду-
ры; e – множество дедуктивных следствий 
для выводимого дизъюнкта (C = c∪e); 
o' = <c',C'> – пара множеств текущих абдук-
тивных следствий, состоящая из множеств 
следствий, образованных до выполнения 
(c') и после выполнения (C') процедуры; 
e' – множество абдуктивных следствий 
для выводимого дизъюнкта (C' = c'∪e'); 
r = <g,G> – пара множеств дополнительных 
фактов, состоящая из множеств фактов, 
образованных до выполнения (g) и после 
выполнения (G) процедуры; f – множество 
дополнительных фактов, полученных для 
выводимого дизъюнкта после выполнения 
процедуры (G = g∪f); nmax – максимальное 

число абдуктивных следствий, используе-
мых на шаге вывода.

Процедура вывода использует в каче-
стве субпроцедуры ранее рассмотренную 
W-процедуру полного деления дизъюнктов.

Процедура вывода применима, если 
M ≠ ∅ и Ji, K ≥ 1 (i = 1,...,I), иначе сразу уста-
навливается признак p = 1, e = e' = f = ∅, 
C = c, C' = c', G = g и производится переход 
к п. 5. В процедуре выполняются следую-
щие действия.

1. Выполняется полное деление дизъ-
юнктов:

1) дизъюнкты исходных секвенций 
Di (i = 1,...,I) с помощью W-процедур 
делятся на выводимый дизъюнкт R: 
Wi = W = <Di,R,ui,Qi,Si,si>.

2) анализируются результаты выпол-
ненных W-процедур.

А) Если есть признаки решений Qi рав-
ные нулю, то выполняется п. 2.

Б) если все признаки решений Qi рав-
ны единице и есть минимальные конечные 
остатки si, то принимается e = ∅ и произво-
дится переход к п. 3.

В) если все признаки решений Qi рав-
ны единице и нет минимальных конеч-
ных остатков, то принимается p = 1, e = ∅, 
e' = ∅, f = ∅ и производится переход к п. 5.

2. Формируется множество дедуктив-
ных следствий для выводимого дизъюнкта. 
Множество e образуется путем объединения 
множеств Si дедуктивных следствий, сфор-
мированных при выполнении W-процедур, 
и исключения следствий c∪c', полученных 
ранее. Если из множества e будут исключе-
ны не все литералы, то принимается e' = ∅, 
f = ∅, p = 0 и производится переход к п. 4, 
иначе устанавливается e = ∅ и выполняется 
следующий пункт.

3. Формируется множество абдуктив-
ных следствий и множество дополнитель-
ных фактов для выводимого дизъюнкта. 
Множество e' образуется путем включе-
ния в него положительных литералов из N 
(N ≥ 1) конечных остатков si, полученных 
при выполнении W-процедур, унифици-
руемых хотя бы с одним литералом посы-
лок множества M, и исключения следствий 
c∪c', полученных ранее. Если из множества 
e' будут исключены все литералы, то при-
нимается e' = ∅, f = ∅, p = 1 и производится 
переход к п. 6, иначе устанавливается p = 0, 
корректируется множество следствий e' 
и формируется множество дополнительных 
фактов f. 

Коррекция множества e' выполняется 
путем исключения следствий, в тех слу-
чаях, когда число следствий превышает 
заданную величину nmax. В результате кор-
рекции сохраняется не более n ≤ nmax след-
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ствий, соответствующих минимальным 
конечным остаткам с наименьшим числом 
литералов. 

Элементами множества дополнитель-
ных фактов f являются инверсии отрица-
тельных литералов минимальных конечных 
остатков si, положительные литералы кото-
рых остались, как следствия, во множестве 
e' после исключения литералов и коррекции 
множества. Выполняется следующий пункт.

4. Формируется новый выводимый дизъ-
юнкт. Выводимый дизъюнкт R1 представля-
ет собой дизъюнкцию инверсий литералов 
множества следствий e∪e'.

5. Формируются новые пары множеств 
следствий и дополнительных фактов. 
В паре множеств текущих дедуктивных 
следствий o = <c,C> множество C образу-
ется в результате объединения множества 
следствий с, полученного до выполнения 
процедуры, и множества следствий e, по-
лученного для выводимого дизъюнкта: 
С = c∪e. Аналогично в паре множеств те-
кущих абдуктивных следствий o' = <c',C'> 
формируется новое множество С' = c'∪e', 
а в паре множеств дополнительных фактов 
r = <g,G> множество G = g∪f.

6. Фиксируются результаты выпол-
нения процедуры. Если признак p = 1, то 
дальнейший вывод следствий невозможен, 
а если p = 0, то вывод может быть продол-
жен. При непустом множестве следствий 
e∪e' в процессе выполнения процедуры 
будет сформирован новый выводимый 
дизъюнкт R1, а если успешным был абдук-

тивный вывод, то и множество дополни-
тельных фактов f.

Метод логического вывода следствий
Метод вывода следствий основан на 

процедуре вывода следствий и состоит из 
ряда шагов, на каждом из которых выпол-
няется процедура вывода v, причем резуль-
таты выполнения процедуры текущего шага 
становятся исходными данными для про-
цедуры следующего шага. Процесс закан-
чивается в случае, если дальнейший вывод 
следствий невозможен (получено значение 
признака P = 1).

Обозначим через h номер шага вывода, 
а через P – общий признак продолжения 
вывода (P = 0 – продолжение вывода воз-
можно, P = 1 – продолжение вывода невоз-
можно). Тогда описание метода может быть 
представлено в следующем виде.

1. Определение начальных значений: 
h = 1, M ≠ ∅, mF ≠ ∅, nmax = D. Формирова-
ние выводимого дизъюнкта R1, состоящего 
из литералов Lk, представляющих собой ин-
версии литералов множества mF. Опреде-
ление начального множества литералов де-
дуктивных следствий e0, представляющих 
собой новые факты mF, совпадающих после 
применения унифицирующих подстано-
вок с фактами MF, имеющимися в исход-
ных посылках: e0 = MF∩mF, s0 = {e0}, c1 = e0. 
Определение начального множества абдук-
тивных следствий: p0 = ∅, c'1 = ∅. j0 = ∅. 
Установка начального значения общего 
признака продолжения вывода: P0 = 0.

Результаты выполнения процедур вывода

Дели-
мое

Признак 
решения

Минимальный ко-
нечный остаток 

Признак 
продол-
жения 
вывода

Множество 
следствий

Семейства множеств 
следствий

Общий 
признак 

продолже-
ния вывода

Процедура вывода w1 (R1 = P(a, c)∨ N(b, c))
D1 Q1 = 1 s1 = F(a, c)∨ Per(а, m) p1 = 0 e'1 = {F(a, c)}

f1 = {Per(а, m)} s1 = ∅
p1 = {F(a, c), S(b, c)},

j1 = {Per(а, m), P(а, b)}

P1 = 0

D2 Q2 = 1
D3 Q3 = 1 s3 = S(b, c)∨ P(a, b) e'3 = {S(b, c)}

f3 = {P(а, b)}
D4 Q1 = 1 s4 = A(b, c)∨ S(b, a)

Процедура вывода w2 (R2 = F(a, c)∨ S(b, c))
D2 Q2 = 0 p2 = 0 s2 = {GF(a, d)} s2 = {GF(a, d), A(b, d)}

p2 = {F(a, c), S(b, c)},
j2 = {Per(а, m), P(а,b)}

P2 = 0
D4 Q4 = 0 s4 = {A(b, d)}

Процедура вывода w 3 (R3 = GF(a, d)∨ A(b, d))
Ни одно из правил не делится  

на выводимый дизъюнкт
p3 = 0 s3 = {GF(a, d), A(b, d)}

p3 = {F(a, c), S(b, c)},
j3 = {Per(а, m), P(а, b)}

P3 = 1
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2. Выполнение h-й процедуры вывода:
wh = <M,Rh,oh,o'h,rh,ph,Rh + 1,eh,e'h,fh,D>.
3. Формирование семейств следствий 

и дополнительных фактов, проверка при-
знаков. Производится пополнение семейств 
множеств дедуктивных sh = sh-1∪{eh} и аб-
дуктивных ph = ph-1∪{e'h} следствий, а так-
же семейства дополнительных фактов 
jh = jh-1∪{fh}. Формируется общий при-
знак продолжения вывода Ph = Ph-1∨ph. Если 
Ph = 0, то принимается сh + 1 = Ch, с'h + 1 = C'h 
и вывод продолжается. Производится уве-
личение h на единицу и переход к п. 2, ина-
че вывод завершается (h = H). Полученные 
дедуктивные следствия содержатся в се-
мействе множеств sH, а абдуктивные – в се-
мействе множеств pH. Общее множество 
следствий MS получается путем объедине-
ния множеств семейств sH и pH.

Применение метода вывода следствий 
рассмотрим на примере о родственных свя-
зях, представленном в работе [6]. Исходными 
данными являются следующие предложения.

Отец (F) – это персона (Per) мужского 
пола, являющаяся родителем (P). Дед (GF) – 
это отец родителя. Родные братья или сестры 
(S) – это две различных (N) персоны, кото-
рые имеют общего родителя. Тетя (A) – это 
персона, которая является родной сестрой 
родителя. Известно, что Владимир (с) явля-
ется родителем Натальи (d), и Виктория (b) – 
женщина (f). Новыми фактами является то, 
что Владимир – ребенок Дмитрия (a), и Вла-
димир и Виктория – разные люди.

Формальная постановка задачи выгля-
дит следующим образом.

1) F(x, y) ∨ Per(x, m) ∨ P(x, y);
2) GF(x, y) ∨ F(x, z) ∨ P(z, y);
3) S(x ,y) ∨ P(z, x) ∨ P(z, y) ∨ N(x, y);
4) A(x, y) ∨ Per(x, f) ∨ P(z, y) ∨ S(x, z);
5) P(c, d); 
6) Per(b, f);
Новые факты: P(a, c), N(b, c).
Логический вывод будет состоять из 

следующих шагов.
Определение начальных значений: h = 1, 

M = {D1, D2, D3, D4}, mF = {P(a, c), N(b, c)}, 
nmax = 3. Формирование выводимого дизъ-
юнкта R1 = P(a, c)∨ N(b, c), состоящего из 
литералов, представляющих собой инверсии 
литералов множества mF. Определение мно-
жества следствий e0, совпадающих с факта-
ми MF, имеющимися в исходных посылках: 
e0 = MF∩mF = ∅, s0 = {e0}, c1 = e0 = ∅. Опре-
деление начального множества абдуктивных 
следствий: p0 = ∅, c'1 = ∅. j0 = ∅. Установка 
начального значения общего признака про-
должения вывода: P0 = 0.

Результаты выполнения процедур вывода 
представлены в таблице. Полное описание вы-
полняемых действий содержится в работе [7].

Общее множество следствий получает-
ся путем объединения множеств семейства 
s3 и p3: MS = {F(a,c), S(b,c), GF(a,d), A(b,d)}.

Таким образом, в процессе вывода 
следствий было установлено, что если 
Дмитрий – мужчина (Per(a,m)) и он яв-
ляется родителем Виктории (P(a,b)), 
то Дмитрий является отцом Владимира 
(F(a,c)), Владимир и Виктория – едино-
кровные брат и сестра (S(b,c)), у Дмитрия 
есть внучка Наталья (GF(a,d)), а у Ната-
льи – тетя Виктория (A(b,d)).

Заключение
Предложенный метод логического выво-

да позволяет находить следствия в ситуациях, 
когда база знаний, представленная формула-
ми исчисления предикатов первого порядка, 
не полностью определена. При этом осущест-
вляется построение множества дополнитель-
ных фактов, наличие которых обеспечивает 
получение абдуктивных следствий, формиро-
вание которых происходит только в том слу-
чае, если дедуктивный вывод на очередном 
шаге завершается безрезультативно. Особен-
ности метода обусловлены его первоначаль-
ной ориентацией на задачи логического про-
гнозирования развития ситуаций [4].

Метод обладает многоуровневым па-
раллелизмом (параллельная унификация 
пар литералов, одновременное и незави-
симое формирование остатков и единовре-
менное деление дизъюнктов базы знаний 
на выводимый дизъюнкт), что позволяет 
эффективно применять его при реализации 
интеллектуальных систем на современных 
высокопроизводительных параллельных 
вычислительных платформах [2, 8].

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (проект № 15-01-02818a).
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