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В работе приводится информация о математическом моделировании нестационарных упругих волн на-
пряжений в деформируемых объектах сложной формы. Для решения двумерной нестационарной динами-
ческой задачи математической теории упругости с начальными и граничными условиями используем метод 
конечных элементов в перемещениях. Задача решается методом сквозного счета, без выделения разрывов. 
Основные соотношения метода конечных элементов получены с помощью принципа возможных перемеще-
ний. С помощью метода конечных элементов в перемещениях линейную задачу с начальными и граничными 
условиями привели к линейной задаче Коши. На основе метода конечных элементов в перемещениях разра-
ботаны алгоритм и комплекс программ для решения линейных плоских двумерных задач, которые позволя-
ют решать сложные задачи при нестационарных динамических воздействиях на сооружения. Рассмотрены 
некоторые закономерности волнового напряженного состояния геообъектов.
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В работах приведена информация о рас-
пространении нестационарных волн в  де-
формируемых областях различной фор-
мы [3, 6, 7, 8].

Импульсное воздействие характеризует-
ся внезапностью приложения и  кратковре-
менностью действия, измеряемого микро-
секундами. Интенсивность их достаточно 
велика, для того чтобы произвести  разру-
шение и  большие необратимые изменения 
в теле, на которые они действуют.

В деформируемом теле при импульс-
ном воздействии возникают возмущения 
различной природы. Они распространя-
ются с  конечными скоростями. Величина 
возмущений зависит от состояния тела 
и характера деформаций, в виде волн воз-
мущений, называемых волнами напряже-
ний. Возмущения, распространяясь в теле, 

образуют области, которые расширяются 
с течением времени и ограничены частью 
поверхности тела и поверхностью фронта 
волны напряжений. 

Каждой области возмущений соответ-
ствует свое напряженно-деформированное 
состояние, характеризуемое тензором на-
пряжений и тензором деформаций. Области 
возмущений можно  разделить на первич-
ные и  вторичные. Первичной является об-
ласть возмущений волны нагрузки. Области 
возмущений волн разгрузки и  отраженных 
будут вторичными. Они всегда находятся 
внутри области возмущений волны нагруз-
ки и являются областями с начальными на-
пряжениями и деформациями.

Волны напряжений различной природы, 
распространяясь, в  деформируемом теле 
взаимодействуют, друг с  другом, что при-
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водит к  образованию новых областей воз-
мущений, перераспределению напряжений 
и деформаций. 

Напряженное состояние волнового на-
груженного тела может изменяться так 
быстро, что возникающие деформации 
и разрушения еще не успевают распростра-
ниться, как распределение напряжений из-
менится, так как скорости распространения 
волн напряжений достигают 6000 м/с, а на-
рушение прочности распространяется со 
скоростью не более 1500 м/с.

При интерференции волн напряжений 
их интенсивности складываются. Они мо-
гут достигать значений, превосходящих 
предел прочности материала. В этом случае 
наступает разрушение материала. 

После трехкратного или четырехкрат-
ного прохождения и  отражения волн на-
пряжений в теле процесс распространения 
возмущений становится установившимся, 
напряжения и  деформации усредняются, 
тело находится в колебательном движении. 

Математическое моделирование волн 
напряжений в  сложных областях с  помо-
щью численного метода, алгоритма и ком-
плекса программ Мусаева В.К. рассмотрено 
в следующих работах [1–10].

Для решения краевой задачи используем 
метод конечных элементов в перемещениях. 
Задачи решаются методом сквозного счета, 
без выделения разрывов (однородный алго-
ритм). Основное внимание будет обращено 
на решение линейной задачи, так как исход-
ные данные являются приближенными. 

С помощью метода конечных элементов 
краевая задача заменяется задачей Коши. 
Далее задачи решаются с помощью конеч-
ноэлементного варианта метода Галеркина. 

Для аппроксимации по пространствен-
ным переменным применяются треуголь-
ные конечные элементы с тремя узловыми 
точками с линейной аппроксимацией упру-
гих перемещений и  прямоугольные конеч-
ные элементы с четырьмя узловыми точка-
ми с билинейной аппроксимацией упругих 
перемещений. 

Для аппроксимации по временной пе-
ременной применяются линейные конеч-
ные элементы с  двумя узловыми точками 
с линейной аппроксимацией упругих пере-
мещений. 

Предложен способ вычисления напря-
жения на границе области, свободной от 
нагрузок. За основные неизвестные в узло-
вой точке приняты два перемещения и две 
скорости перемещений для линейной за-
дачи, а  для нелинейной задачи появляется 
дополнительная переменная  – начальные 
напряжения в  центре тяжести конечного 
элемента. 

С помощью конечноэлементного вари-
анта метода Галеркина система линейных 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка в перемещениях с на-
чальными условиями приведена к  явной 
двухслойной конечноэлементной линейной 
и  нелинейной схеме в  перемещениях для 
внутренних и граничных узловых точек.

С помощью предельного перехода по-
казано, что одномерная явная двухслойная 
конечноэлементная линейная схема в пере-
мещениях для внутренних узловых точек 
на равномерной линейной сетке сходится 
к  дифференциальному уравнению равно-
весия одномерной динамической задачи 
теории упругости в перемещениях, а дву-
мерная явная двухслойная конечноэле-
ментная линейная схема в  перемещениях 
для внутренних узловых точек на равно-
мерных треугольной и прямоугольной сет-
ках сходится к  дифференциальным урав-
нениям равновесия двумерной плоской 
динамической задачи теории упругости 
в перемещениях.

Аналитическое исследование устойчи-
вости одномерной явной двухслойной ко-
нечноэлементной линейной схемы в  пере-
мещениях для внутренних узловых точек 
на равномерной линейной сетке и  двумер-
ной явной двухслойной конечноэлемент-
ной линейной схемы в  перемещениях для 
внутренних узловых точек на равномер-
ных треугольной и  прямоугольной сетках 
показало, что они удовлетворяют условию 
устойчивости Неймана. 

С помощью численного эксперимента 
получены устойчивые двумерные явные 
двухслойные конечноэлементные линейная 
и квазилинейная схемы в перемещениях для 
внутренних и граничных узловых точек на 
квазирегулярных сетках.

Для получения упругого перемещения, 
скорости перемещений, ускорений и напря-
жений при воздействии произвольного вида 
применяется интеграл Дюамеля: интегри-
рование осуществляем методом трапеций, 
а дифференцирование с помощью односто-
ронней разности.

Предложен квазирегулярный подход 
к  решению систем линейных и  квазили-
нейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка в перемещени-
ях с начальными условиями и к аппрокси-
мации исследуемой области. 

Методика основывается на схемах: точ-
ка, линия, плоскость. Предложенный под-
ход позволяет значительно сократить объ-
ем вводимых данных и время, необходимое 
для решения задач. Кусочно-линейная ап-
проксимация начального участка при воз-
действии типа функции Хевисайда умень-
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шает осцилляции результатов численного 
решения, полученных с  помощью метода 
конечных элементов в перемещениях.

При воздействии плоской продольной 
упругой волны типа функции Хевисайда 
максимальное растягивающее упругое кон-
турное напряжение возникает:

– для свободного квадратного отверстия 
в  точке, находящейся на оси симметрии 
в освещенной области контура;

– для выреза треугольного профиля 
в точке, находящейся в теневой области кон-
тура на высоте 0,83Н (Н – высота выреза); 

– для подкрепленного круглого отвер-
стия в  точке, находящейся на оси симме-
трии в теневой области внутреннего конту-
ра подкрепления; 

– для подкрепленного квадратного от-
верстия в  точке, находящейся на оси сим-
метрии в освещенной области внутреннего 
контура подкрепления; 

– для гравитационной плотины нор-
мального профиля (Курпсайская плотина) 
в точке, находящейся в задней области кон-
тура на высоте 0,82Н (Н – высота плотины); 

– для плотины треугольного профиля 
(Андижанская плотина) в точке, находящей-
ся в задней области контура на высоте 0,45Н; 

– для гравитационной плотины облег-
ченного профиля (плотина Койна) в точке, 
находящейся в  задней области контура на 
высоте 0,63Н.

В свободном круглом отверстии, в сво-
бодном квадратном отверстии, в  вырезе 
треугольного профиля, в  подкрепленном 
круглом отверстии и  в  подкрепленном 
квадратном отверстии  – величина макси-
мального сжимающего упругого контур-
ного напряжения при воздействии плоской 
продольной упругой волны типа функции 
Хевисайда больше, чем при воздействии 
плоской продольной упругой волны типа 
полупериода синусоиды.

В плотине треугольного профиля (Ан-
дижанская плотина), профиль которого из-
меняется плавно,  – величина максималь-
ного растягивающего упругого контурного 
напряжения при воздействии плоской про-
дольной упругой волны типа функции 
Хевисайда больше, чем при воздействии 
плоской продольной упругой волны типа 
полупериода синусоиды. 

В гравитационной плотине нормально-
го профиля (Курпсайская плотина) и в гра-
витационной плотине облегченного про-
филя (плотина Койна), в профилях которых 
имеются области с  резким изменением 
сечения,  – величина максимального растя-
гивающего упругого контурного напряже-
ния при воздействии плоской продольной 
упругой волны типа функции Хевисайда 

меньше, чем при воздействии плоской про-
дольной упругой волны типа полупериода 
синусоиды.

При воздействии плоской продольной 
упругой волны типа функции Хевисайда на 
свободное круглое отверстие, на свободное 
квадратное отверстие и на вырез треуголь-
ного профиля  – сжимающее упругое кон-
турное напряжение максимальной величи-
ны достигает не более, чем за три прохода 
фронтом волны характерного размера.

При воздействии плоской продольной 
упругой волны типа полупериода синусо-
иды на свободное круглое отверстие, на 
свободное квадратное отверстие и  на вы-
рез треугольного профиля  – сжимающее 
упругое контурное напряжение макси-
мальной величины достигает не более, чем 
за семь проходов фронтом волны характер-
ного размера.

При воздействии плоской продольной 
упругой волны типа функции Хевисайда 
и типа полупериода синусоиды на подкре-
пленное круглое отверстие и на подкреплен-
ное квадратное отверстие  – сжимающее 
упругое контурное напряжение максималь-
ной величины достигает не более, чем за 
три прохода фронтом волны характерно-
го размера.

При воздействии плоской продольной 
упругой волны типа функции Хевисайда 
и  типа полупериода синусоиды на грави-
тационную плотину нормального профиля 
(Курпсайская плотина), на плотину треу-
гольного профиля (Андижанская плотина) 
и на гравитационную плотину облегченно-
го профиля (плотина Койна)  – растягива-
ющее упругое контурное напряжение мак-
симальной величины достигает не более, 
чем за четыре прохода фронтом волны ха-
рактерного размера. Упругое контурное на-
пряжение на гранях плотин является почти 
зеркальным отображением одна другой, то 
есть антисимметричным.

В работах [4–8, 10] приведена инфор-
мация о  верификации результатов рассма-
триваемого численного метода, алгоритма 
и комплекса программ.

Автор выражает благодарность Муса-
еву  В.К. за оказанную помощь и  внимание 
к работе.
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