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В статье проведен анализ математических моделей, описывающих информационное взаимодействие 
в системе «обучающий – субъект обучения». Отмечено, что во всех рассмотренных эмпирических моделях 
процесс обучения представляется как суперпозиция потоков усвоения и забывания порций учебной инфор-
мации. Показано, что для математического описания процесса усвоения и построения кривых научения ав-
торами используются аналитические зависимости дифференциального, вероятностного и статистического 
видов среди которых имеются модели, учитывающие мотивацию обучающегося. На основе анализа под-
ходов к формализации мотивационной составляющей процесса обучения, предложена математическая за-
висимость, более точно описывающая характерные особенности данного явления. Проведен сравнительный 
анализ поведения кривых функций научения. Показано, что кривая научения, построенная на основе пред-
ложенной зависимости практически совпадает с «эталонной» кривой усвоения учебной информации, следо-
вательно, можно утверждать о математической корректности предложенной модели. 

ключевые слова: математическая модель, дидактический процесс, функция научения, мотивация, кривые 
научения

MAThEMATIcAl MODEl Of MOTIvATIONAl cOMpONENT  
Of ThE lEARNINg pROcEss

Troitskaya Е.А.
А.G. and N.G. Stoletovs Vladimir State University, Vladimir, e-mail: troickiyv@mail.ru

The article deals with the analysis of mathematical models that describe the communication interaction system 
in the «teaching subject of learning». It has been noted that in all empirical models studies the teaching process 
is represented as a superposition of comprehension streams of learning and the streams forgetting of educational 
information portions. It is shown that for the mathematical description of the comprehension process and the creation 
of learning curves the authors use analytical dependences of differential, probabilistic and statistical types including 
the models that take into account the motivation of the student. On the basis of the analysis of the approaches to 
formalizing a motivational component of the teaching process there has been proposed the mathematical dependence 
describing more accurately the features of the phenomenon. The comparative analysis of learning functions was 
done. It is shown that learning curve constructed on the basis of the proposed dependency almost coincides with the 
«reference» curve of mastering the educational information. Therefore, we can argue that the given mathematical 
model is correct.
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Целью применения математических ме-
тодов в дидактике является описание про-
цессов и закономерностей обучения, вы-
явление факторов и явлений, влияющих на 
процесс формирования знаний обучающе-
гося и разработка эффективных технологий 
управления обучением на основе получен-
ных результатов. 

В зависимости от постановки дидак-
тической задачи при формализации могут 
применяться либо аналитические зависи-
мости, либо модели, построенные с исполь-
зованием теории графов. 

При описании дидактических процес-
сов, являющихся непрерывными функци-
ями времени, применяют аналитические 
зависимости, использующие, как правило, 
дифференциальные, вероятностные и ста-
тистические соотношения исследуемых 
параметров. В них оцениваемыми величи-
нами могут являться скорость передачи, ус-
воения и забывания учебной информации, 

изменение состояния уровня обученности 
субъекта обучения, и т.д. 

При математическом описании количе-
ство знаний обучающегося рассматривает-
ся как поток информации, циркулирующий 
в системе «обучающий – субъект обуче-
ния», и обычно выражается в виде интегро-
дифференциальных уравнений. На их ос-
нове решается ряд практических примеров 
и делаются рекомендации по оптимизации 
процесса обучения, например, по распреде-
лению учебной нагрузки в течение заданно-
го времени обучения. 

В данной работе будут рассмотрены 
основные существующие на сегодняшний 
день подходы к формализации процесса 
формирования знаний и построению так 
называемых кривых научения (КН). На ос-
нове анализа коэффициентов, характеризу-
ющих процесс научения, входящих в ана-
литические зависимости предполагается 
выявить возможности усовершенствования 
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существующих моделей с целью получения 
математической зависимости, более точно 
соответствующей особенностям процесса 
усвоения. 

Рассмотрим различные эмпирические 
модели функции научения, которые учиты-
вают такие параметры учебного процесса, 
как скорость усвоения учебного материала, 
забываемость и мотивацию. Необходимо от-
метить, что не все рассматриваемые модели 
в явном виде учитывают мотивацию обуча-
ющегося, поэтому при анализе они разбиты 
на две группы: модели без учета мотивации 
и модели, учитывающие мотивационную 
составляющую процесса научения. 

Модели без учета мотивации описаны 
в работах Р.В. Майера, А.П. Свиридова, 
А.Н. Членова, П.А. Орлова, Д.А. Новико-
ва и др. 

В работе [3] процесс научения представ-
ляется как суперпозиция потоков усвоения 
и забывания порций учебной информации. 
В связи с чем скорость изменения количе-
ства знаний предлагается описывать диф-
ференциальным уравнением

 
_  dZdZ dZ

dt dt dt
+= - ,  (1)

где dZ
dt

 – скорость изменения количества 

знаний обучающегося. Она равна разности 

скорости усвоения знаний 
dZ
dt

+  и скоро-

сти забывания 
_dZ

dt
. В процессе обучения 

учащийся усваивает всю переданную ему 
информацию и скорость ее поступления 

к нему остается постоянной ὑ = 
dI
dt

 = const. 
Скорость забывания пропорциональна коли-
честву знаний обучающегося – _dZ

dt
 = – γZ.  

Тогда количество знаний учащегося в мо-
мент времени t = t0 + τ равно 

 .  (2)

Подставляя Z0 = 0 в (2) получаем, что 
количество усвоенных знаний за время  
t = t – t0 равно  (1 – е–γτ).

В работе [4] проведен обзор матема-
тических моделей итеративного научения 
(обучение в строго повторяющихся услови-
ях), представленных различными авторами 
в разные годы. Автор отмечает, что «итера-
тивное научение, как правило, характери-

зуется замедленно-асимптотическими кри-
выми научения (КН), аппроксимируемыми 
экспоненциальными кривыми». В общем 
виде экспоненциальная кривая описывается 
зависимостью
 x(t) = x¥ + (x0 – x¥) e -g t, t > 0,  (3), 
где t – время научения, x(t) – объем зна-
ний в момент времени t (на n-й итерации), 
x0 – соответствует моменту начала науче-
ния, x¥ – конечное значение объема знаний 
(величина, к которой КН асимптотически 
стремится). Величина g – некоторая неотри-
цательная константа, характеризующая ско-
рость научения. Она определяет скорость 
изменения КН. Размерность ее обратна вре-
мени обучения или числу итераций. 

Далее, отмечая, что процесс итератив-
ного обучения является частным случаем 
научения, он предлагает описывать его ло-
гистической кривой, которая аппроксими-
руется зависимостью 
 x (t) = x0 x¥ / (x0+ (x¥ – x0) e -γt),  (4) 
где x(t) – объем знаний в момент времени t, 
x0 –объем знаний в начальный момент вре-
мени, x¥ – объем знаний в конце обучения, 
γ– параметр, характеризующий процесс 
забывания. В зависимости от начального 
и конечного значений объема знаний можно 
получить либо возрастающую, либо убыва-
ющую кривую.

Вероятностный подход к моделиро-
ванию процесса научения был описан 
у А.П. Свиридова [6] и позднее получил раз-
витие в работах А.Н. Членова, П.А. Орлова 
и др. Так, в работе [9] предложена макров-
ременная модель, охватывающая период  
изучения целой дисциплины или какой-либо 
ее части. Авторы исходят из того, что обуче-
ние как сложный психофизический процесс 
может быть описан аналитическими моде-
лями, имеющими вероятностный или стати-
стический характер. это обеспечивает адек-
ватность модели исходной системе за счет 
учета свойств и связей, не поддающихся де-
терминированному описанию. Ими вводятся 
понятия мгновенной вероятности получения 
знаний (pп) и их забывания (Рз). эти вели-
чины определяются соответственно, через 
плотности вероятности, получившие в рабо-
те название интенсивность. Считая случай-
ные события получения и забывания знаний 
независимыми, получают временную зави-
симость количества усвоенных знаний:
 Q (t) = [Q0 + (Q1 – Q0)(1 – e-γt)]e-ηt,  (5)
где Q0 – начальный объем знаний, Q1 – конеч-
ный объем знаний, γ – коэффициент, харак-
теризующий получение знаний, η – коэффи-
циент, характеризующий забывание знаний.
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В данной зависимости по сравнению 

с моделями, рассмотренными выше, где 
существует только параметр, характери-
зующий забываемость, введен параметр, 
определяющий интенсивность получения 
знаний. Показано, что учет в различии ин-
тенсивности получения и забывания знаний 
позволяет в неявном виде учитывать мо-
тивацию обучающегося. это дает возмож-
ность прогнозировать динамику усвоения 
знаний и разрабатывать методические ре-
комендации по правильному подбору и рас-
становке учебных дисциплин на определен-
ный период обучения [8].

Проблемы решения задач прогнозиро-
вания состояния уровня знаний обучающе-
гося и оптимизации процесса управления  
обучением вызвала необходимость введе-
ния в функцию научения еще одного пара-
метра, описывающего процесс усвоения – 
мотивацию обучающегося. 

Аналитические зависимости такого 
рода описаны Р.В. Майером, М.А. Епифа-
новой, Е.Н. Рябиновой и некоторыми дру-
гими авторами.

Так, в работе [2] Р.В. Майер предлагает 
следующую имитационную модель зависи-
мости изменения знаний от времени: 

 ,  (6) 

где α и γ – коэффициенты научения и забы-
вания ученика. Здесь мотивация (М) прямо 
пропорциональна разности между уровнем 
предъявляемых требований U и уровнем 
знаний Z: M = U – Z , а когда U – Z превыша-
ет некоторый предел C, мотивация исчезает 
(M = 0). Мотивацию обучающегося им пред-
лагается описывать ступенчатой функцией:

 ( )
,  

,
0, 

U Z U Z C
M Z U

U Z C
- - <

=  - ≥
.  (7)

При этом скорость изменения знаний 
ученика определяется уравнением:

 
( ) , 

 
, 

Z U Z Z U Z CdZ
dt Z U Z C

α - - γ ≤ +
=

-γ > +
.  (8)

Данная модель при определении ско-
рости изменения знаний учитывает мо-
тивацию, но нет явной аналитической 
зависимости функции Z от времени, а полу-
чается только имитационная модель в ко-
нечных разностях. 

Конечная аналитическая зависимость 
знаний от времени с учетом мотивации 
предложена в работе [1]. Авторы исходят из 
того, что мотивация как основа для саморе-
ализации присутствует у обучающего всег-
да и является постоянной. В роли мотивов 
могут выступать интересы, эмоции, идеалы 
и т.д. Поэтому скорость изменения знаний 
обучающегося с учетом эффекта мотивации 
предлагается описывать логистическим 
уравнением вида 

 ,  (9)

где α – степень обучаемости учащегося, 
M = const – коэффициент мотивации уче-
ния, v – скорость передачи информации, 

 – коэффициент уровня забывания (k > 1 
при положительной мотивации и k < 1 при 
отрицательной мотивации). Логистическое 
уравнение (9) имеет аналитическое решение

 .  (10)

Вычисление значений Z(t) при различ-
ных величинах входящих в него параметров, 
позволяют определить зависимость процес-
са формирования учебных знаний и процес-
са их сохранения от степени мотивации. 

Еще один подход к построению кривой 
научения с учетом мотивационной состав-
ляющей предложен в работах Б.А. Титова 
и Е.Н. Рябиновой. Так, в [7] ими описана 
математическая модель усвоения учебной 
информации, которая представлена в виде 
системы двенадцати дифференциальных 
уравнений, записанная относительно функ-
ций усвоения и мотивационных составля-
ющих учебной информации. Система опи-
сывает зависимости между тремя потоками 
учебной информации –∆Yj(t) – объем усво-
енной учебной информации за промежу-
ток времени ∆t, ∆Mj(t) – объем мотиваци-
онной составляющей учебной информации 
и ∆Zj(t) – объем транслируемой учебной 
информации за тот же промежуток времени. 
В данной эмпирической модели под мотива-
ционной составляющей учебного процесса 
понимают специальным образом представ-
ленную учебную информацию, содержащую 
дидактические элементы, стимулирующие 
учебную деятельность и способные повы-
шать степень мотивации субъекта обучения. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 2

1

1

1, 1, , 1,4

j j ij j ij jij

j j ij jij

Y t k Z t v Y t t v M t t

M t k Z t M t t

K k i N j

∆ = -α +β + γ ∆ - ∆ + ∆
∆ = -α +β + γ ∆ - η ∆ 


+ = = = 

.  (11)
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Здесь коэффициенты α, β, ỵ, ν и η ха-

рактеризуют индивидуальные особенности 
восприятия и усвоения учебной информа-
ции обучающимся и определяются по ре-
зультатам психологического тестирования. 
Коэффициенты k1 и k2 определяют соот-
ношение между объемом учебной инфор-
мации, подлежащей усвоению и объемом 
мотивационной составляющей учебной ин-
формации. 

В результате решения данной системы 
и анализа моделируемой ей кривой науче-
ния делается вывод о том, что процесс на-
учения обладает свойствами насыщения 
и инерционности, также определяются 
принципы построения учебного матери-
ала, несущего в себе мотивационную со-
ставляющую. 

Таким образом, видно, что, основываясь 
на неоднозначности определения мотива-
ции как психологического явления, авторы 
получают различные математические зави-
симости, описывающие процесс усвоения 
учебной информации. 

Автор данной статьи также полагает, 
что мотивация учащегося имеет слож-
ный психологический характер. Она обе-
спечивается и поддерживается не только 
внешними стимулами (у Р.В. Майера это 
стремление преодолеть противоречие 

между требуемыми и имеющимися зна-
ниями). Обучающийся также всегда имеет 
и внутренние побуждения, которые носят 
личностную окраску и являются движу-
щей силой познания. Даже достигнув не-
обходимого уровня знаний, он все равно 
остается мотивированным на обучение, 
то есть мотивация не может стать рав-
ной нулю. Следовательно, ступенчатая 
функция, предложенная Р.В. Майером для 
описания мотивации, не совсем точно от-
ражает психологические механизмы этой 
сложной динамической системы. Для 
устранения этой неточности предлагается 
заменить ступенчатую функцию на близ-
кую к ней, но гладкую функцию – функ-
цию отсечения. В нашем случае она будет 
иметь вид

 ( ) ( )
( )( ),

1
Z t c

ta

U Z t
M Z U

e
-

-
=

+

,  (12)

где U – уровень требований, Z(t) – объем 
знаний в момент времени t, С – некоторый 
предел уровня знаний, a – величина, отвеча-
ющая за размытость ступеньки. 

В связи с чем дифференциальное урав-
нение скорости изменения знаний учаще-
гося, предложенное Р.В. Майером, будет 
иметь вид

  ,  (13).

Кривые научения
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это уравнение решается численно. Ко-

эффициенты могут быть найдены методом 
наименьших квадратов по результатам те-
стирования учащихся. 

Для проверки корректности зависимо-
сти, предложенной для описания мотива-
ции, проведем сравнительный анализ всех 
кривых научения, рассмотренных в работе. 

Графики функций научения представле-
ны на рисунке. Для сравнения моделей ко-
эффициенты были нормированы таким об-
разом, чтобы значения всех функций были 
близки к единице при t = 12.

Решение уравнения (13) – кривая 1. 
Начальные условия Z (0,01) = 0,1. Значе-
ния коэффициентов U = 1, C = 0,5, kb = 0,5, 
γ = 0,005, α = 1.

Расчеты по формуле (10) – кривая 2. 
Значения коэффициентов ν = 0,5, М = 0,5, 
k = 1, γ = 0,25, α = 1, Z0 = 1.

Расчеты по формуле (5) – кривая 3. 
Значения коэффициентов Z0 = 0,5, Z1 = 1, 
γ = 0,294, μ = 0,00154.

Кривая 4 является решением системы 
уравнений (11), которая в несколько моди-
фицированном виде рассмотрена авторами 
в работе [6]. Параметры для расчетов взяты 
из данной работы Т = 2,5, k = 1, km = 0,05, 
Tm = 10, a = 2/T, с = 1/T2, e = 1/Tm, f = km/Tm. 

Расчеты по формуле (4) – кривая 5. Зна-
чения коэффициентов x0 = 0,1, x¥ = 1, γ = 0,5.

Анализ полученных графиков показы-
вает, что ярко выраженных отличий в по-
ведении кривых, описываемых предло-
женными зависимостями, не существует. 
Различия определяются в основном, нали-
чием в уравнении коэффициента, учитыва-
ющего мотивацию. Так, например, кривые 2 
и 3 близки по поведению, имеют выпуклый 
характер и стремятся к единице при стрем-
лении t к бесконечности. это объясняется 
тем, что в данных уравнениях мотивация 
либо не учитывается (5), либо остается не-
изменной в течение всего времени обучения 
(10). Значения логистической функции (4) 
близки по характеру к значениям функции 
(11), но в ее выражении отсутствуют в яв-
ном виде коэффициенты, характеризующие 
роль мотивации в обучении. Функция на-
учения (13), предложенная в данной работе, 
совпадает по характеру поведения с функ-
цией, описанной системой дифференци-

альных уравнений (11), где определение 
мотивационной составляющей происходит 
на основе учета коэффициентов, характери-
зующих индивидуальные особенности вос-
приятия и усвоения учебной информации, 
полученных на основе экспериментальной 
работы с группой обучающихся [7]. Суще-
ствуют области выпуклости вверх и вниз, 
при стремлении t к бесконечности значения 
функций стремятся к единице. это позволя-
ет сделать вывод о том, что формула (12), 
предложенная для описания мотивации, 
достаточно адекватно описывает процесс 
ее изменения на протяжении определенно-
го учебного периода, следовательно, мож-
но утверждать, что зависимость (13) кор- 
ректна и является уточнением математи-
ческой модели процесса усвоения, предло-
женной Р.В. Майером. 
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