
MODERN HIGH TECHNOLOGIES   № 12, 2015

384  PEDAGOGICAL SCIENCES (13.00.00) 

УДК 51 (075.8) + 373. 167. 372.85
АНАЛОГИЯ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 

И ВОЗМОЖНОСТИ Е¨ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ В ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИМ ПОНЯТИЯМ. МЕТОД АНАЛОГИЙ

1Юнусов А.А., 2Жохов А.Л., 3Юнусова А.А.
1Международный гуманитарно-технический университет, Шымкент, e-mail: Yunusov1951@mail.ru;

2ГОУ ВПО «Ярославский государственный педагогический университет им. К.Д. Ушинского», 
Ярославль, e-mail: zhal1@mail.ru;

3Евразийский гуманитарний институт, Астана, e-mail: altyn_79@mail.ru

В практике обучения аналогия используется, как правило, на интуитивной основе, как некоторый вид 
сходства между двумя, в значительной степени неопределёнными объектами. Это нередко приводит к оши-
бочным заключениям об изучаемом объекте, о чём писали такие методисты, как Ю.М. Колягин, П.М. Эр-
дниев и другие. В статье даётся не традиционный подход к осмыслению и трактовке аналогии с позиций 
использования элементов высшей математики, а именно такой, как алгебраическая система, гомоморфизм 
и его частные случаи. На этой основе строится описание такого распространённого метода познания дей-
ствительности, как аналогия, относимая логиками к так называемым традуктивным методам рассуждений. 
Такой подход позволяет в некоторой степени алгоритмизировать процесс использования метода и применять 
его, по меньшей мере, учителю, уже, во-первых, вполне осознанно и, во-вторых, как метод исследования 
объекта познания в  самостоятельных исследованиях и  в  процессе обучения. В заключение даётся схема 
метода аналогий с выделенной внутри него системой действий, успешно прошедших апробацию в рамках 
школьного обучения.
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In practice of educating an analogy is used, as a rule, on intuitional basis, as some type of likeness between 
two, largely by indefinite objects. It quite often results in erroneous conclusions about the studied object, what such 
methodists wrote about, as Ю.М. Колягин, П.М. Эрдниев et al. In the article the not traditional suiting is given to 
the comprehension and interpretation of analogy from positions of the use of elements of higher mathematics, namely 
such, as an algebraic system, homomorphism and his special cases. On this basis description of such widespread 
method of cognition of reality, as analogy taken by logicians to the so-called традуктивным methods of reasoning, 
is built. Such approach allows aught the алгоритмизировать process of the use of method and to apply him, at least, 
to the teacher, already, firstly, fully consciously, and, secondly, as a method of research of object of cognition in 
independent researches and in the process of educating. In conclusion the chart of method of analogies is given with 
the system of actions distinguished into him, passing out approbation within the framework of the school educating.

Keywords: educating, analogies, process of educating, set of descriptions, forming of mathematical concepts, necessary 
actions, of thinking, arithmetic action, isomorphism, symbolic model

Обучение понятиям – длительный про-
цесс, который не завершается запоминани-
ем его определения, а имеет целью, прежде 
всего, включение понятия в  систему дей-
ствий по его использованию для изучения 
и  описания объектов и  явлений реального 
мира, в том числе и умственного мира уча-
щихся, и особенно при решении ими  раз-
личного рода задач. При этом математиче-
ское понятие выступает по большому счету 
в роли, с одной стороны, модели объекта по-
знания, то есть, по нашим представлениям, 
служит его аналогом [5, 6], с другой – осо-
бенно в  процессе обучения, само является 

объектом познания, то есть выступает для 
учащегося в  роли оригинала. Эта двой-
ственная роль математических понятий 
должна быть учтена при выстраивании ме-
тодики обучения математическим понятиям 
с активным использованием аналогии.

Под методикой применения аналогии 
в  процессе обучения понятиям (в школе 
или вузе) будем понимать такую программу 
действий учителя и учащихся (умственных 
и материализованных) с понятиями, которая 
обеспечивает учащимся значительный уро-
вень овладения ими, характеризующийся 
их пониманием, способностью осознанно 
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применять их при решении задач и ориен-
тироваться с их помощью в изменённых ус-
ловиях. В такой программе действий может 
быть выделено и описано главное звено при-
менения аналогии, определяющее направ-
ленность и основную цель этого процесса, 
а также – его отдельных этапов и действий, 
составляющих его структуру. 

Главное звено использования аналогии
Формирование у  учащихся понятий 

с использованием аналогии можно сравнить 
с  процессом становления их в  науке, если 
на ограничиваться лишь традиционно на-
блюдаемыми в обучении действиями по вы-
явлению тех или иных свойств понятий, их 
пояснением со стороны учителя, усвоением 
определений и т.п. Например, понятие век-
тора как элемента векторного пространства 
сформировалось в  науке в  процессе вы-
явления и  обобщения аналогии между от-
дельными «представителями» вектора (как 
обобщенного понятия). Вначале  – вектор-
ных величин в  физике типа силы, переме-
щения, скорости, наряду с этим – их геоме-
трическими образами в виде направленных 
отрезков, далее  – переносами плоскости 
как особого рода отображениями, затем 
упорядоченными наборами чисел и  т.д. 
Видимо, средства, подобные отмеченным, 
и умственные действия с ними желательно 
донести до учащихся при формировании 
у них этого понятия, если при этом активно 
использовать аналогию. 

Аналогия в  этом случае использует-
ся как основание, во-первых, для уста-
новления особого рода сходства сложных 
объектов, каковыми являются отдельные 
«представители» общего понятия, и, во-
вторых, для переноса полученной инфор-
мации с  отдельных «представителей» на 
это общее понятие. Последнее в  процессе 
обучения играет для учащегося роль ори-
гинала, то есть такого объекта математи-
ческой теории, которое желательно сфор-
мировать у  него с  достаточной полнотой, 
ещё не поддающейся непосредственному 
восприятию. С точки зрения принимаемой 
и развиваемой нами трактовки аналогии [2, 
5, 6], отдельные «представители» общего, 
формируемого у  учащихся понятия оказы-
ваются его аналогами, его моделями (от-
носительно некоторого известного набора 
характеристик – базы аналогии [6]). Тогда 
основная цель применения аналогии – сфор-
мировать более полные представления о по-
нятии-оригинале путём изучения-исследо-
вания его моделей и переноса обобщённой 
информации с  моделей на оригинал, ис-
пользуя, в том числе, и базу аналогии. Эта 
совокупность действий, составляющих 

важный фрагмент умственной деятельно-
сти по использованию аналогии в процессе 
формирования математических понятий, 
и  является его главным звеном. При этом, 
конечно же, необходимо учитывать и  осо-
бенности  различных моделей как более 
конкретных, ранее усвоенных понятий или 
даже предпонятий, протопонятий [3], и вза-
имосвязи между ними, так и  опыт «обще-
ния» с ними учащихся, и, наконец, средства 
наглядного представления и  этих отдель-
ных моделей и действий с ними. 

Рассмотрим в качестве примера изуче-
ние понятия степени с  натуральным по-
казателем в VII классе. Считается, что на 
этом этапе обучения данное понятие яв-
ляется усвоенным на достаточном уровне, 
если учащиеся: 

– знают соответствующие определения 
и правила действий со степенями (см., на-
пример, действующий учебник  [10] для 
n∈N – §4, для n = 0 – §8);

– умеют на этой основе раскрывать вы-
ражения вида an и  вычислять их значения 
при различных а;

– умеют использовать эти знания 
в  тождественных преобразованиях выра-
жений, необходимых при изучении мно-
гочленов.

И все же, овладев только указанными 
знаниями и умениями, даже если они доста-
точно хорошо «отработаны» и закреплены, 
учащиеся часто допускают ошибки такого 
рода: нередко вместо 23, b5+x и т.п. они вы-
числяют 2∙3, b(5 + x) или b 5 + b x. Во мно-
гих методических пособиях [1, 11] подоб-
ные ошибки объясняют так называемыми 
ложными (?) аналогиями. Надо полагать, 
что в  этих случаях учащиеся усматривают 
некоторое сходство форм, то есть, вообще 
говоря, внешних характеристик сравнива-
емых объектов. Для того чтобы в дальней-
шем не впасть в  путаницу понятий, будем 
называть такой тип сходства псевдоанало-
гией, тем самым уже по названию отличая 
его от понятия аналогии как структурно-
го сходства сложных объектов  [6, с. 246]. 
В этом предлагаемое нами существенное 
отличие аналогии понятий от расхожего по-
нимания аналогии как сходства двух любых 
объектов в  каких-то признаках. Выявим 
далее глубинные причины возникновения 
приведённых выше и других ошибок, про-
анализировав понятие степени с  натураль-
ным показателем с указанной точки зрения. 

По определению, bп есть результат ариф-
метической операции возведения в п-ю сте-
пень числа b, то есть, при п > 1  – результат 
умножения п одинаковых множителей, каж-
дый из которых равен b:  (В).  
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Однако в  младших классах учащиеся из-
учали действие (операцию) сложение п 
одинаковых слагаемых, каждое из кото-
рых равно а, а  результат, то есть сумму  

, записывали как произведение: 

а∙п =   (А). Отметим, что именно 
с  рассмотрения этого аналога начинается 
изучение понятия степени в  учебнике [10, 
§4], что вполне методически оправдано.

Чтобы использовать введенное в  [2, 
6] понятие аналогии как структурного 
сходства двух сложных объектов, рас-
смотрим теперь два свойства: р1  – «для 
чисел выполняется некоторая (бинарная) 
операция» и р2 – «результат операции на-
ходится с помощью п одинаковых чисел». 
Совокупность этих двух свойств обозна-
чим буквой S = {р1, р2}. Тогда, следуя [6, 
с. 246], относительно этого набора свойств 
понятия «степень bп» и «произведение а∙п» 
необходимо признать аналогичными. Как 
правило, эту базу аналогии данных поня-
тий избегают выявлять с  учащимися. Им 
остаётся воспринимать внешнее сходство, 
псевдоаналогию изучаемых объектов  – 
символических записей результатов соот-
ветствующих арифметических действий. 
Подмеченное и  внешне воспринимаемое 
сходство форм учащиеся расширяют и не-
правомерно переносят его с  формы запи-
си на понятие как самой операции «воз-
ведение числа b в  степень п», так и  ее 
результата  – степени bп. Такое сходство, 
подмеченное ими на уровне лишь прото-
понятий, и  его неправомерный перенос 
на другие объекты, приводит учащихся 
к  ошибкам. Причина, таким образом, не 
в  аналогии как своеобразном отношении 
типа сходства между сложными объекта-
ми, а  её неумелое использование. В част-
ности, непонимание того, что математиче-
ские понятия  – это сложные объекты, на 
что и не обращают внимания ни в школе, 
ни – часто – и вузе. Таким образом, в про-
цессе обучения степени необходимо обу-
чать не только (и не столько) определени-
ям понятий, в  особенности аналогичных 
друг другу, но и  осознанному и  верному 
использованию отношения аналогии по-
нятий. Более того, применение аналогии 
и обучение грамотному её использованию 
при освоении понятия степени (и не толь-
ко его) становится необходимым элемен-
том обучения самим понятиям  – дорас-
танию их до понимания математического 
понятия как элемента теории, вбирающе-

го в  себя многие его аналоги как его мо-
дели. В силу сказанного, наш следующий 
шаг  – выяснить те умственные действия 
и  операции, которые составляют метод 
аналогий как метод познания и  обучения 
математике и  её важным компонентам  – 
понятиям и задачам [6]. 

Одна из первых групп действий по ис-
пользованию аналогии – подготовитель-
ные, обозначим их Дп. К ним мы отнесем 
Дп1 – формирование первичных представ-
лений учащихся о  понятии-оригинале 
и  цели его исследования (ознакомление 
с  ним). Следующие два действия этой 
группы Дп2, Дп3. – ознакомление учащихся 
с  конкретными представителями, моде-
лями-аналогами (их часто называют про-
сто примерами) нашего оригинала и  со 
сходством (аналогией) между ними как 
возможными средствами, которые будут 
использоваться для достижения постав-
ленной цели. При этом предполагается, 
что учитель, организующий описываемый 
процесс, понимает, что аналогия тракту-
ется как специфическое отношение сход-
ства между оригиналом (познаваемым 
объектом) и его моделями-аналогами  [6], 
и на достаточном уровне владеет этим по-
нятием. Результатом выполнения подго-
товительных действий является учебная 
ситуация по применению аналогии для  
изучения с её помощью нового понятия.

После уяснения учащимися ситуации 
на обозначенном подготовительном эта-
пе (через выполнение соответствующей 
системы подготовительных учебных за-
даний) процесс использования аналогии 
переходит во вторую стадию  – реализу-
ющих действий Др. Одно из первых дей-
ствий этой группы Др1 – выбрать из неко-
торого, предъявленного учащимся набора, 
модели, полезные для достижения цели, 
и  исследовать их. Действие является не-
обходимым: если нужные модели изучае-
мого понятия не будут найдены и осозна-
ны учащимися, то не будет и  оснований 
для вывода по аналогии. Следующие два 
необходимых действия (Др2, Др3) – иссле-
дование выбранных моделей оригинала 
и  получение желательной информации 
о них и – через них – первичной информа-
ции об оригинале. Этап реализующих дей-
ствий настолько важен, что фактически 
он и определяет главное звено применения 
аналогии  – вывод по аналогии, трактуе-
мый как перенос информации с  моделей 
на оригинал [12]. Его можно представить 
в виде следующей схемы:
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Прежде чем конкретизировать обозна-
ченные действия, в  особенности на при-
мерах учебных заданий соответствующих 
типов, рассмотрим далее один из распро-
страненных в  математике видов аналогии 
понятий и способы его применения для по-
лучения соответствующих умозаключений. 
Продолжим для этого рассматривать поня-
тие степени с натуральным показателем на 
множестве рациональных чисел (мы огра-
ничиваемся этим множеством, поскольку 
в основной, да и в старшей школе им в боль-
шинстве случаев и ограничиваются авторы 
учебных пособий).

Некоторые математические  
основания аналогии понятий  
(комментарий для студентов, 

магистрантов, аспирантов и учителей)
Вернёмся к рассмотренному выше при-

меру изучения степени. В качестве ориги-
нала, то есть изучаемого, а  на начальном 
этапе формируемого понятия здесь целесо-
образно принять понятие (В) арифметиче-
ского действия «возведение числа b в п-ю 
степень» как «умножения п одинаковых чи-
сел», а в качестве его аналога – понятие (А) 
«сложение п одинаковых чисел, каждое из 
которых равно а». Проще всего аналогию 
между этими понятиями «увидеть», срав-
нивая две последовательности чисел и  ис-
пользуя общепринятые символы для резуль-
татов рассматриваемых действий:

(А): а, а+а, …, ; или: а∙1, а∙2, 
… а∙п; 

(В): b, b∙b, …, ; или: b1, b2, …, bn.

Далее, введя в рассмотрение для чисел 
а и b (а∈Q, b∈Q+) соответственно понятия 
«противоположный» и «обратный» элемен-
ты, можно по аналогии эти последователь-
ности «дополнить» слева и получить:

(А′):...,(–а)∙п, …, (–а)∙2, (–а)∙1, (–а)∙0 = 
= (–а)∙(–а+а) = 0, а∙1, а∙2, … а∙п, …;

(В′): …, 

 b1, b2, …, bn,…
Иными словами, на самом деле речь идёт 

не столько об аналогии операций, сколько 
об аналогии действительно сложных мате-
матических объектов – числовых или даже 
алгебраических систем. На множествах Q 
рациональных чисел и Q+ – рациональных 
положительных чисел (b ≠ 0), отдельно 
друг от друга рассматриваются операции: 
на первом  – обычная (бинарная) операция 
сложения и  (унарная) операция перехода 
к противоположному числу (-а); на втором – 

обычное умножение и  (унарная) операция 
перехода от числа b к обратному числу b-1. 
Тогда имеем две числовые системы 〈Q, +, –, 
0〉 и  〈Q+,∙,

-1, 1〉  – алгебры, являющиеся, со-
ответственно, аддитивной и  мультиплика-
тивной группами рациональных (в случае 
Q+ – положительных) чисел [8]. 

Из университетского курса алгебры из-
вестно, что заданная на множестве Q функ-
ция, например y = f(x) = 2х, вместе с  об-
ратной функцией x = log2y осуществляют 
взаимно однозначное соответствие между 
указанными множествами, причем так, 
что сумме х1 + х2 чисел из Q соответствует 
произведение у1∙у2 чисел из Q+, и наоборот. 
Следовательно, рассматриваемые группы 
изоморфны. С позиций введенного в  [2, 
5, 6] определения аналогии, наличие изо-
морфизма позволяет утверждать, что соот-
ветствующие группы и, как следствие, рас-
сматриваемые на них операции аналогичны 
относительно рассмотренного выше набора 
их свойств S = {р1, р2}. Такое объяснение 
аналогии намечалось ещё известным мате-
матиком и ее популяризатором Д. Пойа [10]. 

Изоморфизм позволяет, расширить на-
бор S еще двумя общими характеристика-
ми р3 и  р4. р3: «существует нейтральный 
элемент по соответствующей операции»: 
в Q им является число 0, в Q+ его роль вы-
полняет число 1, то есть выполняются ра-
венства: а + 0 = 0 + а = а и b∙1 = 1∙b = b, и р4: 
«для любого элемента из Q существует ему 
обратный по основной операции (то есть, 
в Q – противоположный), так что в Q выпол-
няется равенство –а + а = 0, а в Q+ соответ-
ственно (b-1)∙b = 1. Наконец, за счет изомор-
физма элементу –а из Q соответствует в Q+ 
элемент 1/b = b-1, и  наоборот. Становится 
понятным, почему произведению двух про-
извольных чисел из Q+ соответствует сумма 
их прообразов из Q. Например, во взаимно 
однозначном соответствии находятся такие 
элементы из рассмотренных выше после-
довательностей (А) и  (В): (-2а + а) 

1,f f -←→
(1/b)2 b. Всё это определяет аналогию поня-
тий «сумма (произведение) одинаковых чи-
сел» уже относительно пополненного набора 
характеристик S = {р1, р2, р3, р4}. Такова те-
оретическая основа рассматриваемой анало-
гии, которую учащиеся фактически обнару-
живают на допонятийном уровне и которую 
целесообразно вывести на уровень их осоз-
нания и деятельности (возможно, не исполь-
зуя напрямую соответствующие термины). 
Опыт показывает, что это возможно, если 
последовательно и  систематически следо-
вать логике метода аналогий, о котором в [6, 
с. 253] было лишь упоминание, и донести до 
учащихся систему необходимых учебных за-
даний, побуждающих их использовать соот-
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ветствующие средства аналогии и отражаю-
щих адекватные умственные действия. 

Учебные средства применения аналогии 
Чтобы аналогию, особенно в форме изо-

морфизма, можно было эффективно исполь-
зовать в  процессе обучения, необходимо 
обратиться ещё к одной форме аналогии, воз-
можно, наиболее распространенной и легче 
всего воспринимаемой. Такой формой, как 
с психологической, так  и философско-мате-
матической точки зрения, обосновано в [3, 5, 
6], является знаковое моделирование. Отсы-
лая читателя к соответствующей литературе, 
отметим далее лишь те средства, которые ак-
тивно и издавна (в особенности, со времен 
Р. Декарта) используются в  математической 
познавательной деятельности. К таким мо-
делям мы относим: предметно-образные, 
словесные, словесно-символические, изобра-
зительные и символические [5]. 

Так, предметно-образными моделями 
понятий «произведение» и  «степень» для 
учащихся, начиная с  младших классов, мо-
гут служить соответствующие наборы хо-
рошо известных им предметов. Например,  
«n наборов по а каких-то предметов в каждом 
наборе» является словесной моделью произ-
ведения а∙n, запись а∙n  – его символическая 
модель, а  конкретный набор трех коробок 
по 7 цветных карандашей в  каждой  – пред-
метная модель произведения, передаваемая 
также в  форме символической, но уже чис-
ловой модели: 7∙3 = 7 + 7 + 7 (карандашей). 
Для понятия «степень с натуральным показа-
телем» предметной моделью может служить 
нетрудно представляемый учащимися при-
мер: на этаже школы имеется 7 одинаковых 
классных комнат, в каждой из них – 7 рядов, 
в  каждом ряду по 7 столов; всего на этаже:  
(1 стол)∙7∙7∙7 = 73 столов. В этом случае по-
следняя запись представляет собой символи-
ческую (числовую) модель понятия «степень 
числа 7 с показателем 3». Ей нетрудно сопо-
ставить какую-то другую предметную мо-
дель, придавая основанию и показателю иные 
значения, воспринимаемые учащимися. Про-
должая этот процесс, можно прийти и к пол-
нокровной словесной модели  – определению 
более общего понятия «степень числа b с по-
казателем n» и ввести для него соответствую-
щую символическую модель bn.

Что касается изоморфизма выше пред-
ставленных множеств (А) и (В), то для кон-

кретных а и  b (например, а  = 1, b = 2) его 
можно дать в виде графика функции 2n (n∈Z) 
в  системе координат хОу (рисунок). На ри-
сунке стрелочками по оси Ох иллюстрирует-
ся сложение и вычитание чисел из (А), на оси 
Оу – умножение и деление чисел из (В). Точ-
ками и штриховыми линиями на плоскости 
хОу изображается соответствие результатов 
этих действий при изоморфном отображе-
нии первого множества (А) на второе (В).

Так как знаковые модели являются ана-
логами формируемых понятий, то переходы 
от одного из них к другим, сопровождаемые 
соответствующими словесными переформу-
лировками, представляют собой необходи-
мые умственные действия по применению 
аналогии. Фактически, в  таких переходах 
осуществляется перекодирование информа-
ции, ведущее к овладению различными мо-
делями формируемого понятия и тем самым 
обогащающее его понимание учащимися. 
Очевидно, использование различных моде-
лей, как и осуществление переходов между 
ними необходимо предусмотреть в соответ-
ствующей системе учебных заданий. При-
ведём примеры таких учебных заданий для 
учащихся V-VII классов, которые отвечают 
логике использования аналогии при фор-
мировании понятия степени вначале с нату-
ральным, а затем и с целым показателем при 
положительном основании.

Учебные задания  
на применение аналогии

1. Сравнение моделей и оригинала, вы-
явление их общности. Перенос общего 
свойства на оригинал.
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1. Что общего в построении сумм и про-
изведений? При ответе на этот вопрос тре-
буется фактически выявить общность хотя 
бы части из характеристик набора S = {р1, 
р2, р3, р4}. В особенности это касается р1, р2.

2. Как коротко записывается результат 
сложения в  левой колонке? Предложите 
краткую запись произведений в  колонке 
слева, воспользовавшись вашим опытом из 
младших классов. (Учитель убеждает в це-
лесообразности общепринятой записи а∙п, 
хотя учащиеся могут предложить другую).

3. Опишите словами (устно или пись-
менно, письменно в  домашних условиях 
предпочтительнее), что предлагается сде-
лать с числами или выражениями в каждой 
из колонок. Какое новое действие полу-
чают при сложении п одинаковых чисел, 
и как называют результат этого действия? 
Можно воспользоваться таким примером: 
«В выражении 5 + 5 + 5 предлагается сло-
жить три одинаковых числа, то есть най-
ти сумму таких чисел, каждое из которых 
равно 5. Такую сумму коротко записывают 
5∙3 и  называют произведением числа 5 на 
число 3». В каких случаях пользуются та-
ким действием? Приведите примеры. Оха-
рактеризуйте с этих позиций сходные и от-
личительные признаки примеров в  левой 
и правой колонках. 

4. Что можно ожидать от умножения п 
одинаковых чисел? Что по аналогии мож-
но и нужно изменить? Если перемножить 
три одинаковых числа, каждое из которых 
равно  5, то получим выражение 5∙5∙5. Ко-
роче оно записывается в  виде 53, так что 
5∙5∙5 = 53. Получаем третью степень чис-
ла 5, или говорят: «пять в третьей степени»; 
5 – основание степени, число 3 – показатель 
степени. Действие «умножение п одинако-
вых чисел, каждое из которых равно b» – это 
есть новое действие, его называют возведе-
нием числа b в п-ю степень, результат этого 
действия называют п-й степенью числа b 
и  всё это записывают так:  = bn. 
В каких случаях удобно пользоваться этим 
действием? Придумайте и приведите свои 
примеры.

5. В чем сходство и отличие рассмотрен-
ных действий: в  используемых основных 
исходных действиях? В словесном описа-
нии? В результатах?..

2. Различные знаковые модели оригина-
ла и переходы между ними.

1. На этаже здания имеется 5 одина-
ковых офисов, в каждом из них – 5 рядов, 
в  каждом ряду по 5 столов; сколько всего 
столов на этаже? Запишите ответ с  помо-
щью: а) произведения чисел, б) степени 
числа. 

(Ответ может быть дан в следующих за-
писях: (1 стол)∙5∙5∙5 = 53 (столов). Первое 
умножение отвечает на вопрос: сколько сто-
лов в одном ряду? Второе умножение – на 
вопрос: сколько столов в 5 рядах? И т.д. 

2. Изобразите описанную или аналогич-
ную ситуацию на рисунке.

3. Верны ли равенства: 3∙2 = 2∙3; 
32 = 23? Как вы это объясните? Приведите 
свои примеры.

3. Использование изоморфизма на гра-
фической модели.

1. Начертите параллельно друг другу 
две числовые оси Ох и Оу, отметив на них 
начало координат и единичный отрезок. На 
первой из них отметьте число 0 и  ещё не-
сколько целых чисел п справа и  слева от 
него (|п|  ≥  1, вначале берутся положитель-
ные числа). На второй оси отметьте чис-
ла 2п, проведите стрелочки от двух-трёх то-
чек первой оси к соответствующим точкам 
второй оси. Полученное соответствие мож-
но задать парами чисел: (0;1), (1;2), (2;4). 
Составьте ещё несколько пар соответству-
ющих чисел.

2. В математике французским ученым 
Рене Декартом и его последователями был 
придуман удобный способ совместного рас-
смотрения 2-х числовых осей  – известная 
вам декартова система координат ХОУ. Бу-
дем изображать на горизонтальной оси ОХ 
целые числа п и их суммы. На вертикальной 
оси – числа 2п. Какие числа на оси ОУ соот-
ветствуют суммам 1 + 2, 0 + 2, 3 – 2, 2 – 2, 
взятым на оси ОХ? Как эти числа можно за-
писать в виде произведения соответствую-
щих чисел? В виде степени? Какую законо-
мерность вы подмечаете? Ответ запишите 
словами и символически, в общем виде.

3. Вспомним, каким общим законам 
подчиняются действия (операции) сложе-
ния и умножения. Запишем их в общем виде 
(символически), опишем их словами. А те-
перь сравним действия умножения и возве-
дения в степень: какие общие законы (свой-
ства) выполняются? 

4. На основании каких законов и каких 
действий выполняются следующие преоб-
разования (упрощения выражений):

а )   a   +   b   +   a   +   a   +   b   =   3 a   +   2 b ; 
a∙b∙a∙a∙b = a3∙b2;

б) (a + b)∙c = ac + bc; (a∙b)c = ac∙bc?
Обоснуйте правильность последнего 

равенства, используя определение степе-
ни. Как бы вы назвали и  сформулировали 
правило, которое задаётся этим равенством 
и которому подчиняется действие «возведе-
ние в степень с»? При каких условиях вы-
полняются равенства п. б? Верно ли послед-
нее равенство для любых a, b, с, а не только 
при a, b ≥ 0, с ∈ N?
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Отметим, что приведенные типы зада-
ний для учащихся фактически побуждают 
их выполнять те умственные действия, ко-
торые закреплены в названиях этих заданий 
и выше (с. 4) определены как реализующие 
действия, составляющие главное звено ме-
тода аналогий. Впрочем, набор этих зада-
ний требует существенного пополнения, 
если иметь в виду всю систему действий по 
применению аналогии, способствующую 
полноценному овладению понятием.

Завершим данную статью отсылкой чита-
теля к нашим работам об обобщённой модели 
учебного и научного познания (ОМП) [7], ко-
торая оказывается полезной для организации 
обучения математическим знаниям не только 
в школе, но и в вузе. ОМП оказалась резуль-
татом анализа и  обобщения рекомендаций 
Р. Декарта, А. Эйнштейна и  других исследо-
вателей по организации процесса познания. 
Вместе с тем, приведенная выше схема (тоже 
модель) метода аналогий является конкре-
тизацией ОМП на этапах I–III. По времени 
полученная раньше [6, с. 15], модель метода 
аналогий оказалась, тем не менее, содержа-
тельной в том, что в ней отразилось важное 
звено обобщённой модели познания: переход 
от умственного образа (УО) к его материали-
зациям, переходы от одного вида материали-
зации к другим, а от них – к понятию.
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