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Таблица 4
 Значения функции ( )1

2B x

x1 0 1 2 3 4
43 37 31 25 0

Таблица 5
Значения функции ( )*2 1u x

x1 0 1 2 3 4
1 1 1 1 0

Шаг 3. Найдем 

( ) ( ){ }0 0 1 1
1 2 1max ( )B x B x u f u= + + , 

где x0=0. Для определения максимума ( )0
1B x соста-

вим табл. 6 значений функции

 ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 10,Z u B u f u= + , 

которые найдем с помощью табл. 1 и 4.
Таблица 6

Значения функции ( )1
2 0,Z u

u1 0 1 2 3 4

( )1
2 0,Z u ( ) ( )2 10 0B f+ 47 48 46 40

Из таблицы следует, что u*1(0)=2; B1(0)=48.
Этап 2. (безусловная оптимизация).
Шаг 0. Оптимальное начало фазовой траектории 

определяется начальным условием х*0=0.
Шаг 1. С помощью таблицы находим 

u*1= u*1(0)=2; x*1=x*0+u*1=0+2=2.
Шаг 2. Из таблицы 5 получаем

 u*2= u*2(2)=1; х*2=х*1+u*2=2+1=3.
Шаг 3. u*3=u*3(x*2)=u*3(3)=1; x*3=x*2+u*3=3+1=4.
В результате проведенных расчетов получаем:  

количество дней затраченных на 1-2-3 зачет соответ-
ственно, при этом максимальное суммарное количе-
ство баллов составляет B1(0)=48 баллов. 
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Когда вид связи между параметрами x и y неиз-
вестен, наиболее распространённым случаем, явля-
ется задание этой связи в виде некоторой таблицы 
(табл. 1).

Таблица 1
x x1 x2 … xn

y y1 y2 … yn

Эти значения – либо экспериментальные данные, 
либо результаты расчётов. На практике могут понадо-
биться значения величины y и в других точках, отлич-
ных от узлов xi. Однако получить эти значения можно 
лишь путём очень сложных расчётов или проведени-
ем дорогостоящих экспериментов.

С точки зрения экономии времени и средств не-
обходимо использовать табличные данные для при-
ближённого вычисления искомого параметра y при 
любом значении параметра x (из некоторой области), 
поскольку точная связь не известна. Этой цели слу-
жит задача о точечной аппроксимации – интерполя-
ции. Она состоит в нахождении функции ( )y f x= , 
проходящей через заданные точки (узлы интерполя-
ции).

На практике, в качестве интерполяционных мно-
гочленов часто используются сплайны третьей сте-
пени, имеющие на отрезке [a, b] непрерывную, по 
крайней мере, первую производную. Такие сплайны 
называются кубическими и обозначаются 3( )S x .

Пусть на отрезке [a, b] заданы значения некоторой 
функции ( )iiy f x= , 0,1,...,i n= . Интерполяцион-
ным кубическим сплайном называется сплайн вида:

2 3
3 0 1 2 3( )  ( – ) ( – ) ( – )i i i i i i iS x a a x x a x x a x x+ ⋅ + ⋅ + ⋅= ,

 [ ,  1]i ix x x∈ + ,
удовлетворяющий условиям:

а) функция 3( )iS x  непрерывна вместе со своими 
производными до второго порядка включительно;

б) 3 ( ) ( )i iS x f x= , 0,1,...,i n= ;

в) 03 3 0( ) ( )nS x S x′′ ′′= = .
В результате применения метода к данным табли-

цы, получается системы линейных алгебраических 
уравнений, имеющая трёхдиагональную матрицу 
с диагональным преобладанием. Такие матрицы яв-
ляются неособенными. Поэтому решение системы 
существует и притом единственное. Для нахождения 
неизвестных используется метод прогонки.

Решение задачи построения кубического сплайна 
осуществлялось в системе Mathcad 13.

В качестве примера выбраны данные:
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В результате реализации получен сплайн, изо-
бражённый на рис. 1 вместе с исходными данными. 
Построенный сплайн проходит через узлы интерпо-
ляции.

Рис. 1
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Кубическая сплайн-функция обладает наимень-
шей (в некотором смысле) кривизной среди всех 
дважды непрерывно дифференцируемых функций на 
данном отрезке [a, b] с заданными значениями в уз-
лах интерполяции.
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Функции издержек фирмы играют важную роль 
в изучении определения её оптимального объёма вы-
пуска.

Для максимизации прибыли при производстве 
какого-то объём выпуска фирма должна минимизиро-
вать издержки производства.

Пусть функция издержек производства определя-
ется уравнением:

350 0,05y x x= −  (у.е.).
Найти:
а) средние издержки производства на единицу 

продукции, если объём выпуска продукции 0 10x = ;
б) среднее приращение издержек производства на 

единицу продукции, если объём выпуск продукции 
увеличится до 15;

в) предельные издержки производства дополни-
тельной единицы продукции.

Решение. Функция издержек 
3( ) 50 0,05y x x x= − .

а) Найдём средние издержки производства на 
единицу продукции, если объём выпуска продукции 

0 10x = :

3
2 20

0

( ) 50 0,05 50 0,05 50 0,05 10 45
y x x x x

x x
−= = − ⋅ = − ⋅ =  (у.е.).

б) Найдём среднее приращение издержек производства на единицу продукции, если объём выпуска про-
дукции увеличился до 11x = :

3 3(50 0,05 ) (50 0,05 )11 10
11 10

x x x xy x x
x x xx x

− − −∆ = == =
∆ −= =

3 3(50 11 0,05 11 ) (50 10 0,05 10 ) 33,45 33,45
11 10 1

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅= = =
−

 (у.е.).

в) Найдём предельные издержки производства дополнительной единицы продукции:
3 2( ) (50 0,05 ) 50 0,15y x x x x′ ′= − = −  ⇒  (10) 35y′ =  (у.е.);

(11) 31,85y′ =  (у.е.).
Сравнивая результаты, сделаем вывод: при произ-

водстве дополнительной единицы продукции допол-
нительные затраты (издержки) уменьшаются.
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Каждый студент задаётся вопросом: «Для чего 
нужно линейное программирование и понадобится 
ли оно мне в жизни?» Рассмотрим значимость данной 
математической дисциплины с точки зрения бизнеса 
и производства.

Прибегая к линейному программированию, про-
изводитель может найти оптимальный производ-
ственный план, благодаря которому будет достигаться 
максимум прибыли при минимуме издержек, а также 
проследить за тем, как будет изменяться прибыль при 
изменении величины ресурсов. Приведём пример.

У нас есть следующая функция: 

( ) 1 22 8 max L X X X= + → ,

с её ограничениями: 
1 2

1 2

1 2

3
2

4 3 24

X X
X X
X X

+ ≥
 − ≤ −
 + ≤

Сделаем анализ устойчивости. График нашей 
функции будет выглядеть следующим образом:

Интересующая нас область является фигурой 
ABCD.


