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В работе приводится информация о математическом моделировании нестационарных упругих волн на-
пряжений в деформируемых объектах сложной формы. Для решения двумерной нестационарной динами-
ческой задачи математической теории упругости с начальными и граничными условиями используем метод 
конечных элементов в перемещениях. Задача решается методом сквозного счета, без выделения разрывов. 
Основные соотношения метода конечных элементов получены с помощью принципа возможных перемеще-
ний. Таким образом, с помощью метода конечных элементов в перемещениях, линейную задачу с началь-
ными и граничными условиями привели к линейной задаче Коши. На основе метода конечных элементов 
в перемещениях разработаны алгоритм и комплекс программ для решения линейных плоских двумерных 
задач, которые позволяют решать сложные задачи при нестационарных динамических воздействиях на со-
оружения. 
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The work also contains information on the mathematical modeling of non-stationary elastic stress waves in 
deformable objects with complex shapes. For the solution of two-dimensional non-stationary dynamical problems 
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Импульсное воздействие характеризует-
ся внезапностью приложения и кратковре-
менностью действия, измеряемого микро-
секундами. Интенсивность их достаточно 
велика, для того чтобы произвести разру-
шение и большие необратимые изменения 
в теле, на которые они действуют.

В деформируемом теле при импульс-
ном воздействии возникают возмущения 
различной природы. Они распространятся 
с конечными скоростями. Величина возму-
щений зависит от состояния тела и харак-
тера деформаций, в виде волн возмущений, 
называемых волнами напряжений. Возму-
щения, распространяясь в теле, образуют 
области, которые расширяются с течением 
времени и ограничены частью поверхности 
тела и поверхностью фронта волны напря-
жений. 

Каждой области возмущений соответ-
ствует свое напряженно-деформированное 

состояние, характеризуемое тензором на-
пряжений и тензором деформаций. Области 
возмущений можно разделить на первич-
ные и вторичные. Первичной является об-
ласть возмущений волны нагрузки. Области 
возмущений волн разгрузки и отраженных 
будут вторичными. Они всегда находятся 
внутри области возмущений волны нагруз-
ки и являются областями с начальными на-
пряжениями и деформациями.

Волны напряжений различной природы, 
распространяясь, в деформируемом теле 
взаимодействуют, друг с другом, что при-
водит к образованию новых областей воз-
мущений, перераспределению напряжений 
и деформаций. 

Напряженное состояние волнового на-
груженного тела может изменяться так 
быстро, что возникающие деформации 
и разрушения еще не успевают распростра-
ниться, как распределение напряжений из-



СОВРЕМЕННЫЕ НАУКОЕМКИЕ ТЕХНОЛОГИИ   №12, 2014

29 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 

менится, так как скорости распространения 
волн напряжений достигают , 
а нарушение прочности распространяются 
со скоростью не более .

При интерференции волн напряжений 
их интенсивности складываются. Они мо-
гут достигать значений, превосходящих 
предел прочности материала. В этом случае 
наступает разрушение материала. 

После трехкратного или четырехкрат-
ного прохождения и отражения волн на-
пряжений в теле процесс распространения 
возмущений становится установившимся, 
напряжения и деформации усредняются, 
тело находится в колебательном движении. 

Некоторые вопросы в области поста-
новки, разработки методики, алгоритма 
и результаты решенных нестационарных 
динамических задач рассмотрены в следу-
ющих работах [1–10]. 

Постановка задачи
Для решения поставленной задачи рас-

смотрим некоторое тело Г (рис. 1) в пря-
моугольной декартовой системе координат 
OXY , которому в начальный момент вре-
мени 0t =  сообщается механическое воз-
действие. 

Точные уравнения двумерной (плоское 
напряженное состояние) динамической те-
ории упругости имеют вид
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где xσ , yσ  и xyτ  – компоненты тензора 
упругих напряжений; xε , yε  и xyγ  – ком-
поненты тензора упругих деформаций; 
u  и v  – cоставляющие вектора упругих 
перемещений вдоль осей OX  и OY  со-
ответственно; r – плотность материала; 

2(1- )p
EC =

ρ ν
 – скорость продольной 

упругой волны; 
2 (1 )s

EC =
ρ + ν

– скорость 

поперечной упругой волны; v  – коэффи-
циент Пуассона; E  – модуль упругости; 

1 2( )S S S  – граничный контур тела Γ .

Рис. 1. Некоторое тело Г в прямоугольной декартовой системе координат OXY

Систему (1) в области, занимаемой те-
лом Γ , следует интегрировать при началь-
ных и граничных условиях. 

Начальные условия в области Γ  зада-
дим в виде

 0 0tu u= = , 0 0tv v= = , 0 0tu u= =  , 

 0 0tv v= =  , ( , )x y ∈Γ ,  (2)

где 0u , 0v , 0u  и 0v  – заданные в области Γ  
функции.

Граничные условия зададим в виде:
составляющих компонентов тензора 

упругих напряжений на границе 1S

 x xy xl m Aσ + τ = , xy y yl m Aτ + σ = , 

 1( , )x y S∈ ;  (3)
составляющих компонентов вектора 

упругих перемещений на границе 2S

  xu B= , yv B= , 2( , )x y S∈ ,  (4)
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где l и m – направляющие косинусы; xA , 
 yA , xB  и yB  – заданные на границе S 
функции.

разработка методики и алгоритма
Для решения двумерной нестационарной 

динамической задачи математической тео-
рии упругости с начальными и граничными 
условиями (1–4) используем метод конечных 
элементов в перемещениях [1, 4, 6]. 

Задача решается методом сквозного 
счета, без выделения разрывов. Основные 
соотношения метода конечных элементов 
получены с помощью принципа возможных 
перемещений. 

Принимая во внимание определение ма-
трицы жесткости, вектора инерции и векто-
ра внешних сил для тела <<mus58.wmf>>, 
записываем приближенное значение урав-
нения движения в теории упругости

 RΗΦ + ΚΦ =




 , 0 0t=Φ = Φ
 

,

  0 0t=Φ = Φ
 

  ,  (5)
где H  – матрица инерции; K  – матрица 
жесткости; Φ



 – вектор узловых упругих 
перемещений; Φ



  – вектор узловых упру-
гих скоростей перемещений; Φ



  – вектор 
узловых упругих ускорений; R



 – вектор 
узловых упругих внешних сил.

Соотношение (5) система линейных 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка в перемещениях с на-
чальными условиями. 

Таким образом, с помощью метода ко-
нечных элементов в перемещениях, линей-
ную задачу с начальными и граничными 
условиями (1–4) привели к линейной задаче 
Коши (5).

Для интегрирования уравнения (5) ко-
нечноэлементным вариантом метода Галер-
кина приведем его к следующему виду

  d R
dt

Η Φ + ΚΦ =




 , 
d
dt

Φ = Φ




 .  (6)

Интегрируя по временной координа-
те соотношение (6) с помощью конечно-
элементного варианта метода Галеркина, 
получим двумерную явную двухслойную 
конечноэлементную линейную схему в пе-
ремещениях для внутренних и граничных 
узловых точек

 -1
1 (- )i i i it R+Φ = Φ + ∆ Η ΚΦ +

 



 

, 

 1 1i i it+ +Φ = Φ + ∆ Φ


 

 .  (7)
где t∆  – шаг по временной координате. 

Определим упругое контурное напряже-
ние на границе области, свободной от на-
грузок.

Рис. 2. Контурный конечный элемент с двумя 
узловыми точками

С помощью вырождения прямоугольно-
го конечного элемента с четырьмя узловы-
ми точками получим контурный конечный 
элемент с двумя узловыми точками (рис. 2). 

При повороте оси x  на угол α  против 
часовой стрелки, получим упругое контур-
ное напряжение kσ  в центре тяжести кон-
турного конечного элемента с двумя узло-
выми точками

 2
1 2 1 2( / (2 (1- )))(( - ) cos ( - )sin )k E a u u v vσ = ν α + α .  (8)

Рассмотрим устойчивость двумерной 
явной двухслойной конечноэлементной 
линейной схемы в перемещениях для вну-
тренних и граничных узловых точек на ква-
зирегулярных сетках

  
min i

p

lt k
C

∆∆ =  ( 1, 2, 3, ...)i = ,  (9)

где l∆  – длина стороны конечного эле- 
мента. 

Результаты численного эксперимента 
показали, что при k = 0,5 обеспечивается 
устойчивость двумерной явной двухслой-

ной конечноэлементной линейной схемы 
в перемещениях для внутренних и гранич-
ных узловых точек на квазирегулярных  
сетках.

Для исследуемой области, состоящей из 
материалов с разными физическими свой-
ствами, выбирается минимальный шаг по 
временной координате.

На основе метода конечных элементов 
в перемещениях разработаны алгоритм 
и комплекс программ для решения линей-
ных плоских двумерных задач, которые по-
зволяют решать сложные задачи при неста-
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ционарных динамических воздействиях на 
уникальные сооружения [1, 5–10]. 

При разработке комплекса программ исполь-
зовался алгоритмический язык Фортран-90. 

Рис. 3. Треугольный конечный элемент с тремя 
узловыми точками

Рис. 4. Прямоугольный конечный элемент 
с четырьмя узловыми точками

Исследуемая область разбивается по 
пространственным переменным на треу-
гольные конечные элементы с тремя узло-
выми точками с линейной аппроксимацией 
упругих перемещений (рис. 3) и на прямо-
угольные конечные элементы с четырьмя 
узловыми точками с билинейной аппрок-
симацией упругих перемещений (рис. 4). 
По временной переменной исследуемая 
область разбивается на линейные конечные 
элементы с двумя узловыми точками с ли-
нейной аппроксимацией упругих переме-
щений. 

Выводы
Для моделирования волн напряжений 

в деформируемых областях сложной фор-
мы применяется численное моделирова-
ние. На основе метода конечных элементов 
в перемещениях разработаны методика, ал-
горитм и комплекс программ для решения 
линейных двумерных плоских задач, кото-
рые позволяют решать сложные задачи при 
ударных воздействиях на сооружения. Ос-
новные соотношения метода конечных эле-
ментов получены с помощью принципа воз-
можных перемещений. Матрица упругости 
выражена через скорость продольных волн, 
скорость поперечных волн и плотность. 

Исследуемая область разбивается по 
пространственным переменным на треу-
гольные конечные элементы с тремя узло-
выми точками с линейной аппроксимацией 
упругих перемещений и на прямоугольные 
конечные элементы с четырьмя узловыми 
точками с билинейной аппроксимацией 
упругих перемещений. По временной пере-
менной исследуемая область разбивается на 
линейные конечные элементы с двумя узло-
выми точками с линейной аппроксимацией 
упругих перемещений. За основные неиз-
вестные приняты два перемещения и две 
скорости перемещений в узле конечного 
элемента.

Задачи решаются с методом сквозного 
счета, без выделения разрывов. Применя-
ется кусочно-линейная аппроксимация для 
уменьшения влияния разрывных на точ-
ность результатов численного решения, 
полученных с помощью метода конечных 
элементов в перемещениях.

Линейная динамическая задача с на-
чальными и граничными условиями в виде 
дифференциальных уравнений в частных 
производных, для решения задач о нестаци-
онарных воздействиях на деформируемые 
объекты сложной формы, с помощью ме-
тода конечных элементов в перемещениях 
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приведена к системе линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с на-
чальными условиями, которая решается по 
явной двухслойной схеме.
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