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В работе рассматриваются правые унитарные ча-
стично упорядоченные модули над линейно упорядо-
ченными кольцами без делителей нуля.

Определение 1. R-модуль M называется частично 
упорядоченным, если: 

1) М частично упорядочен как абелева группа,
2) для каждого неотрицательного a  M и не от-

рицательного α  R будет aα неотрицательным.
Как и в теории частично упорядоченных групп, 

при изучении частичных порядков R-модулей важ-
ным инструментом является понятие положительно-
го конуса. Элемент a  M называется положительным 
если a ≥ 0, строго положительным, если a > 0. Мно-
жество P = P(M) = M+ положительных элементов из 
M называется положительным конусом R-модуля M. 
Легко проверить, что:

Теорема 1. Подгруппа P группы (M, +) тог-
да и только тогда служит положительным конусом 
R-модуля M при его некоторой частичной упорядо-
ченности, если:

1) 0  P.
2) Если a  P, и –a  P, то a = 0.
3) Если α неотрицательный элемент кольца R 

и a  P, то aα  P .
Теорема 2. Подполугруппа P группы (M, +) тог-

да и только тогда служит положительным конусом 
R-модуля, если помимо условий 1-3 теоремы 1 она 
удовлетворяет также условию 4: для всякого a Î M 
либо a  P, либо –a  P.

Определение 2. Отображение φ будем называть 
Y–гомоморфизмом , если оно является гомоморфиз-
мом модулей и , сверх того, изотонно , то есть a ≤ b 
влечет за собой a′ ≤ b′, где a′ = aφ, b′ = bφ. Если 
Y-гомоморфное отображение взаимно однозначно, то 
будем говорить об Y-гомоморфизме.

Определение 3. Модуль A частично упорядочен-
ного R-модуля M называется выпуклым, если со вся-
кими своими сравнимыми элементами a, b (a < b) он 
содержит и все элементы x, такие что a ≤ x ≤ b. 

Далее рассмотрим следующие свойства 
Y-гомоморфизмов.

Свойство 1. Ядро N Y-гомоморфизма частично 
упорядоченного R-модуля M на частично упорядо-
ченный R-модуль M′ является выпуклым подмодулем 
модуля М.

В самом деле, известно, что N подмодуль. Пусть 
a  N, a ≥ 0 и x  M, 0 ≤ x ≤ a. Так как x ≥ 0, то по 
определению Y-гомоморфизма 

 φ, xφ ≥ 0φ,  (1)
Но a – x ≥ 0 и aφ = 0, тогда:

 0′ ≤ (a – x)φ = (aφ) + (–xφ) = –xφ.  (2)

Из (1) и (2) следует xφ = 0′, то есть x  N.
Если a≤ x ≤ b, a и b  N, то в силу эквивалентно-

сти неравенства a≤ x ≤ b  и 0 ≤ х – a ≤ b – a, получаем 
выпуклость N [2].

Свойства 2. Если N выпуклый подмодуль 
R-подмодуль M, то фактор- модуль M/N можно так ча-
стично упорядочить , что естественное гомоморфное 
отображение M/N будет Y-гомоморфизмом. С другой 

стороны, если частично упорядоченный R-модуль M 
гомоморфно отображается на частично упорядочен-
ный R-модуль M′ то M′  M/N, где N ядро рассматри-
ваемого гомоморфизма.

Для доказательства первой части свойства 2 берет-
ся положительный конус P R-модуля M, P′ – совокуп-
ность смежных классов по N, содержащих хотя бы по 
одному элементу из P. Проверка условий 1-3 теоре-
мы 1 для P′ является положительным конусом в M/N. 
Для доказательства второй части свойства пусть φ: 
M ≈ M′, N – ядро φ гомоморфизма φ*, действующий по 
правилу (a + N)φ* = aφ, является изоморфизмом M/N 
и M′. Если a + N ≥ 0, то существует элемент a1 + N та-
кой, что a1 ≥ 0. Тогда (a + N)φ* = a φ = a1, φ ≥ 0.

Свойства 3. Произвольный Y – гомоморфизм φ: 
M → M′ одного частично упорядоченного модуля на 
другой устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между подмодулями L модуля M, содержащими 
ядро этого гомоморфизма и подмодулями L′ модуля 
M′. Причем, если N′ – выпуклый подмодуль в M′, со-
ответствующий N, то M/N  M′/N′ (доказывается ана-
логично свойству 2).

Таким образом, вторая теорема Дедекинда-Нетер 
об изоморфизме переносится на частично упорядо-
ченные модули, в то время как первая теорема Де-
декинда-Нетер об изоморфизме не имеет места для 
частично упорядоченных Z-модулей [1].
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Современный экономист должен хорошо влад еть 
количественными методами анализа. К такому выво-
ду нетрудно прийти практически с самого начала из-
учения экономической теории. При этом важны как 
знание традиционных математических курсов (мате-
матический анализ линейная алгебра, теория вероят-
ностей), так и методов, применяемых в практической 
экономике и экономических исследованиях (матема-
тическая и экономическая статистика, исследование 
операций, теория игр, эконометрика и др.). Матема-
тика является не только орудием количественного 
расчета, но также методом точного исследования. 
Она служит средством предельно четкой и ясной фор-
мулировки экономических понятий и проблем. Рас-
смотрим возможности использования понятия инте-
грала при решении экономических задач и описании 
экономических явлений.

Рассмотрим функцию у = g(x), характеризующую 
неравномерность распределения доходов среди насе-
ления, где у – доля совокупного дохода, получаемого 
долей х беднейшего населения. График этой функции 
называется кривой Лоренца (Макс Лоренц (1876–1959) – 
американский экономист и математик) (рисунок).

Очевидно, что 0 ≤ g(x) ≤ xпри х  [0; 1], и нерав-
номерность распределения доходов тем больше, чем 
больше площадь фигуры. В связи с этим в качестве 
меры указанной неравномерности используют так 
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называемый коэффициент Джини k (Джини Корадо 
(1884–1965) – итальянский экономист, статистик), 
равный отношению площади фигуры ОАВ к площади 
треугольника ОАС. Рассмотрим пример.

Рис. 1

По данным исследований о распределении дохо-
дов в одной из стран кривая Лоренца ОВА (см. рису-
нок) может быть описана уравнением 

,

где х – доля населения; у – доля доходов населения. 
Вычислить коэффициент Джини.

Очевидно, что коэффициент Джини 

,

так как . 

Далее 

Интеграл вычислим с помощью тригонометрической подстановки

Тогда коэффициент Джини 

Достаточно высокое значение k показывает суще-
ственно неравномерное распределение доходов среди 
населения в рассматриваемой стране. 

Определение начальной суммы по ее конечной 
величине, полученной через время t (лет) при годо-
вом проценте (процентной ставке) р, называется дис-
контированием. Задачи такого рода встречаются при 
определении экономической эффективности капи-
тальных вложений.

Пусть Kt – конечная сумма, полученная за t лет, 
и K – дисконтируемая (начальная) сумма, которую 
в финансовом анализе называют также современной 
суммой. Если проценты простые, то K = Kt (1 + it), где 

 – удельная ставка процента. Тогда  

В случае сложных процентов K = Kt (1 + it)t, поэтому 

Пусть поступающий ежегодно доход изменяется 
во времени и описывается функцией f(t) и при удель-
ной норме процента, равной i, процент начисляется 
непрерывно. Можно показать, что в этом случае дис-
контированный доход К за время Т вычисляется по 
формуле

Рассмотренные примеры позволяют сделать вы-
во д о том, что интегральное исчисление является 
мощным средством, как при решении прикладных 
экономических зада ч, так и для описания таких 
понятий экономи ческой теории как коэффициент 
Джини, дисконтирование и многих других. Конеч-
но, сегодня при решении экономических задач по-
всеместно используются специализированные про-
граммные продукты, позволяющие производить 
расчеты быстро и точно. Но наличие компьютерных 
технологий не отменяет необходимости оперирова-
ния фундаментальными знаниями, если речь идет 
о специалисте высокой квалификации, который го-
тов решать сложные задачи, предлагая нестандарт-
ные решения. 
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Эконометрика как нау ка о количественном ана-
лизе реальных экономических явлений основывает-
ся на современном развитии теории и наблюдений, 
свя занных с методами получения выводов. Полу-
чение эмпирических выводов экономических за-
кономерностей является целью эконометрики. Она 
применяется в следующих случаях: во-первых, при 
определе нии рыночных тенденций и цен в случае 
применения метода рыноч ной калькуляции мар-
жи не только на текущую и прошедшие даты, но 
и в виде прогноза на будущее. Во-вторых, экономе-
трические мо дели могут служить опорой в случае 


